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1.Стационарнаятеориявозмущений
Первоеивтороеприближениястационарнойтеориивозмущений.

Критерийприменимости.Стационарноевозмущениевырожденных
уровнейдискретногоспектра.Секулярноеуравнение.Правильные
волновыефункциинулевогоприближения.ЭффектШтаркавато-
меводорода.ФункцияГринастационарногоуравненияШрёдингераи
теориявозмущенийдлянепрерывногоспектра.

2.Нестационарнаятеориявозмущений
Представлениевзаимодействия.Операторэволюциивпредстав-

лениивзаимодействия.Вероятностьперехода.Переходыподвлияни-
емвозмущения,действующеговтечениеконечноговремени.Переходы
подвлияниемпериодическоговозмущениявсостояниядискретногои
непрерывногоспектра.“Золотоеправило”Ферми.Переходыподвли-
яниемпостоянноговозмущения.Адиабатическиеивнезапныевозму-
щения.Квазистационарныесостояния.

3.Сложениемоментовимпульса
Сложениемоментов.КоэффициентыКлебша–Гордана.Сложение

спинов
1
2,триплетныеисинглетныесостояния.

4.Зарядвовнешнемэлектромагнитномполе
УравнениеКлейна–Фока–Гордона.УравнениеДиракадлясвобод-

нойчастицы.Плотностивероятностиипотокавероятностидлядира-
ковскойчастицы.Спиниполныймоментколичествадвижения.Со-
стояниясположительнымииотрицательнымиэнергиями.Уравнение
Диракадлязаряженнойчастицывэлектромагнитномполе.Градиент-
наяинвариантностьуравненияДирака.УравнениеПаули.Собствен-
ныймагнитныймоментэлектрона.Спин-орбитальноевзаимодействие.
Движениезаряженнойчастицывпостоянномиоднорoдноммагнит-
номполе,уровниЛандау.

Теорияизлучения
Векторныйпотенциализлучениявящикеобъёма𝑉(гайзенбер-

говскоепредставлениедлясвободногополяилипредставлениевзаи-
модействиядляполя,взаимодействующегосвеществом)

Âг,в(𝑡,r)=∑︁
k,𝜆

√︃2𝜋ℏ𝑐2
𝑉𝜔k

(︁ek,𝜆𝑏̂k,𝜆e−i(𝜔𝑡−kr)
+e*

k,𝜆𝑏̂
+
k,𝜆e

i(𝜔𝑡−kr))︁.
Вдипольномприближении

Â≈Â𝑎≈∑︁
𝜔k≈𝜔пер.

√︃2𝜋ℏ𝑐2
𝑉𝜔k

(︁ek,𝜆𝑏̂k,𝜆+e*
k,𝜆𝑏̂

+
k,𝜆)︁.

Вероятностьспонтанногодипольногоизлучениявединицувремени

полная:𝑊𝑓𝑖=
4

3

𝜔
3
𝑖𝑓

ℏ𝑐3|d𝑓𝑖|
2
,поуглам:𝑑𝑊𝑓𝑖=

𝜔
3
𝑖𝑓

2𝜋ℏ𝑐3|(e*k,𝜆,d𝑓𝑖)|2𝑑Ω.

Правилаотборапочётности:

𝑃𝑓=−𝑃𝑖,

длябазиса|𝑆,𝑀𝑆;𝐿,𝑀𝐿⟩:

∆𝑆=∆𝑀𝑠=0,∆𝐿=0,±1,∆𝑀𝐿=0,±1;

длябазиса|𝑆,𝐿;𝐽,𝑀𝐽⟩:

∆𝑆=0,∆𝐿=0,±1,∆𝐽=0,±1,∆𝑀𝐽=0,±1.

Переход𝐿𝑖=𝐿𝑓=0запрещён.
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5.Тождественные частицы
Перестановочная симметрия системы тождественных частиц. Бо-

зоны и фермионы. Детерминант Слэтера. Принцип Паули. Разделе-
ние координатной и спиновой частей волновой функции системы тож-
дественных частиц. Связь симметрии координатной части волновой
функции системы с полным спином.

6.Атом гелия
Атом гелия. Пара- и ортосостояния. Обменное взаимодействие.
7.Сложный атом
Вариационный принцип, вычисление энергии основного состоя-

ния. Приближение центрального поля. Электронная конфигурация.
Учёт остаточного межэлектронного взаимодействия. Термы. Правила
Хунда. Тонкая структура уровней. Правило интервалов Ланде. Слож-
ный атом во внешнем магнитном поле. Эффекты Зеемана и Пашена–
Бака.

8.Теория рассеяния
Постановка задачи рассеяния. Оптическая теорема. Упругое рас-

сеяние. Амплитуда и сечение рассеяния. Функция Грина задачи рассе-
яния. Интегральное уравнение задачи рассеяния. Приближение Борна.
Критерии применимости борновского приближения. Метод парциаль-
ных волн. Фазы рассеяния. Выражение амплитуды рассеяния через
фазы рассеяния. Рассеяние медленных частиц, длина рассеяния. Рас-
сеяние быстрых частиц. Рассеяние тождественных частиц. Резонанс-
ное рассеяние.

9.Основы теории излучения
Квантование свободного электромагнитного поля. Гамильтониан

и состояния поля. Вероятность поглощения и излучения. Электриче-
ское дипольное излучение. Правила отбора для электрического ди-
польного излучения. Магнитное дипольное и электрическое квадру-
польное излучения. Рассеяние фотонов.

10.Матрица плотности и теория измерений
Чистые и смешанные состояния. Матрица плотности. Частичный

след. Среднее по смешанному состоянию. Временна́я эволюция мат-
рицы плотности замкнутой системы. Селективные и неселективные
измерения. Неравенство Белла и его нарушение. Квантовый эффект
Зенона.
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𝒫 — кинематический импульс (𝑚v в нерелятивистском случае),
P̂ = −iℏ∇ — обобщённый (канонический) импульс.

Сложные атом
Терм

2𝑆+1𝐿𝐽 , например 5𝑃3 означает 𝑆 = 2, 𝐿 = 1, 𝐽 = 3.

Для сложного атома энергия электрона лучше нумеруются сум-
мой 𝑁 = 𝑛+ 𝑙 = 𝑛𝑟 + 2𝑙+ 1. При равном значении 𝑁 = 𝑛+ 𝑙 меньшую
энергию имеет состояние с меньшим 𝑛. (Этим объясняется периодиче-
ский закон.)

Для нахождения основного состояния:
Правила Хунда:

(1) при заданной электронной конфигурации максимизируем 𝑆,
(2) потом при заданном 𝑆 макисимизируем 𝐿.

Правило Ланде (иногда 3-е правило Хунда): если заполнено до
поливины оболочки, то 𝐽 = |𝐿− 𝑆|, иначе 𝐽 = 𝐿+ 𝑆.

Теория рассеяния

𝜓(𝑟 → ∞) = eikr +
ei𝑘𝑟

𝑟
𝑓(𝜃, 𝜙).

𝑑𝜎 = |𝑓(𝜃, 𝜙)|2 𝑑Ω

Амплитуда рассеяния в борновском приближении:

𝑓Борн(𝜃, 𝜙) = − 𝑚

2𝜋ℏ2

∫︁
𝑉 (r) e−iqr 𝑑3r,

q = k′ − k, k′ = |k| (sin 𝜃 cos𝜙, sin 𝜃 sin𝜙, cos 𝜃)

Условия применимости борновского приближения:

𝑘𝑎 ∼
< 1 : 𝑉

(︂
ℏ2

2𝑚𝑎2

)︂−1

≪ 1; 𝑘𝑎≫ 1 :
1

𝑘𝑎
𝑉

(︂
ℏ2

2𝑚𝑎2

)︂−1

≪ 1.

Здесь 𝑉 — характерный потенциал, 𝑎 — характерное расстояние.
Оптическая теорема (связывает полное сечение всех процессов с

амплитудой упругого рассеяния вперёд):

𝜎𝑡𝑜𝑡 =
4𝜋

𝑘
Im 𝑓(0).
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3

Представлениевзаимодействия

𝐻(𝑡)=𝐻0+𝑉(𝑡),𝑈0(𝑡)=e−i
𝐻0𝑡
ℏ,𝐴в(𝑡)=𝑈

†
0(𝑡)𝐴ш(𝑡)𝑈0(𝑡).

𝜓в(𝑡)=𝑈
†
0(𝑡)𝜓ш(𝑡)=𝑈

†
0(𝑡)𝑈(𝑡)

⏟ ⏞ 𝑈в(𝑡)

𝜓ш(0),iℏ
𝜕𝜓в

𝜕𝑡
=𝑉в(𝑡)𝜓в.

Нестационарнаятеориявозмущений(первыйпорядок)

𝑈
(1)
в(𝑡,𝑡0)=1̂−

i

ℏ

𝑡 ∫︁
𝑡0

𝑉в(𝑡1)𝑑𝑡1.

𝐻0|𝑖⟩=𝐸𝑖|𝑖⟩,𝐻0|𝑓⟩=𝐸𝑓|𝑓⟩,(𝐻0+𝑉(𝑡=+∞))|𝑓1⟩=(𝐸𝑓+𝛿𝐸𝑓)|𝑓1⟩.

𝜔𝑓𝑖=
1
ℏ(𝐸𝑓−𝐸𝑖).

Двепостановкизадачи:(а)возмущениевключилосьивыключилось,
найтивероятностьпереходамеждусостояниями|𝑖⟩и|𝑓⟩,(б)возмуще-
ниевключилосьиосталосьвключённым,найтивероятностьперехода
междусостояниями|𝑖⟩и|𝑓1⟩.

𝑝
(1)
𝑓𝑖=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1

ℏ𝜔𝑓𝑖

+∞∫︁
−∞

e
i𝜔𝑓𝑖(𝑡1−𝑡0)𝜕𝑉𝑓𝑖(𝑡1)

𝜕𝑡1
𝑑𝑡1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

,𝑓̸=𝑖(обаслучая).

ЗолотоеправилоФерми(вероятностьпереходавединицувремени
внепрерывныйспектр)(а)дляпостоянноговозмущения𝑉

𝑑𝑤𝑓𝑖=
2𝜋

ℏ
|𝑉𝑓𝑖|

2
δ(𝐸𝑓−𝐸𝑖)𝑑𝜈𝑓

(б)дляпериодическоговозмущения𝑉(𝑡)=𝐹e−i𝜔𝑡
+𝐹†ei𝜔𝑡

𝑑𝑤𝑓𝑖=
2𝜋

ℏ
|𝐹𝑓𝑖|

2
δ(𝐸𝑓−𝐸𝑖−ℏ𝜔)𝑑𝜈𝑓+

2𝜋

ℏ
|𝐹𝑖𝑓|

2
δ(𝐸𝑓−𝐸𝑖+ℏ𝜔)𝑑𝜈𝑓.

Зарядвовнешнемэлектромагнитномполе
Добавитьпотенциальнуюэнергиювскалярномпотенциалеи

удлинитьимпульсы:

𝐻0→𝐻0+𝑞𝜙(𝑡,r),p̂→𝒫=P̂+
𝑞

𝑐
A(𝑡,r).
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3. Иванов М.Г. Квантовая механика. Часть 2. (Электронный конспект)
https://mgivanov.ru/quant.html

4. Абрикосов А.А. мл. «Кванты» за ночь? Конспект–справочник вер-
сия 0.2. https://old.mipt.ru/education/chair/theoretical_physics/
biblio/kvanty-za-noch-abrikosov/

УПРАЖНЕНИЯ
1. Разложите в ряд по степеням 𝜆 оператор 𝐺̂ = (𝐴− 𝜆𝐵̂)−1.

2. Найдите функцию Грина свободной частицы в одномерном случае.
Используя эту функцию, найдите энергию связанного состояния ча-
стицы в потенциале 𝑉 (𝑥) = −(ℏ2æ0/𝑚)𝛿(𝑥).

3. Найдите решения уравнения Дирака для свободного электрона.

4. Покажите, что уравнение Дирака инвариантно относительно ка-
либровочного преобразования электромагнитного поля. Как при этом
преобразуется волновая функция?

5.* Выведите формулу для плотности тока вероятности электрона в
магнитном поле.

6. Вычислите средние значения операторов (̂lŝ), (̂l̂j) и (̂jŝ) в состоянии
|𝑙, 𝑠, 𝑗,𝑚𝑗⟩.

7. Используя понижающий оператор 𝑆−, постройте собственные
функции операторов Ŝ2 и 𝑆𝑧 двух бозонов со спинами 𝑠1 = 𝑠2 = 1
(Ŝ = ŝ1 + ŝ2, 𝑆− = 𝑠1− + 𝑠2−).

8. Вычислите следующие матричные элементы для атома водорода:

⟨2𝑝|𝑥̂|1𝑠⟩, ⟨2𝑝|𝑦|1𝑠⟩, ⟨2𝑝|𝑧|1𝑠⟩.

Какие правила отбора они определяют?

9. То же, но для матричных элементов

⟨2𝑝|𝑝𝑥|1𝑠⟩, ⟨2𝑝|𝑝𝑦|1𝑠⟩, ⟨2𝑝|𝑝𝑧|1𝑠⟩.

10. Докажите справедливость коммутационного соотношения[︁
L̂2,

[︁
L̂2, 𝑑𝛼

]︁]︁
= 2

(︁
L̂2𝑑𝛼 + 𝑑𝛼L̂

2
)︁
− 4

(︁
L̂d̂

)︁
𝐿̂𝛼,

где 𝑑𝛼 (𝛼 = 1, 2, 3) – составляющие оператора дипольного момента ато-
ма, а L̂ – оператор полного орбитального момента (ℏ = 1). Используя

4

Правило квантования Бора–Зоммерфельда

Γ(𝐸𝑛) =

∮︁
𝑝(𝑥) 𝑑𝑥 = 2

𝑏∫︁
𝑎

𝑝(𝑥) 𝑑𝑥 = 2𝜋ℏ(𝑛+ 𝜖),

𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑉 (𝑎) = 𝑉 (𝑏) = 𝐸𝑛.

𝜖 зависит от поведения потенциала вблизи точек поворота 𝑎 и 𝑏. Обыч-
но (потенциал растёт плавно) 𝜖 = 1

2 , бесконечновысокая стенка с одной
строны — 𝜖 = 3

4 , бесконечновысокие стенки с обеих строн — 𝜖 = 1.
Γ(𝐸𝑛) — фазовая площадь. ∆Γ = Γ(𝐸𝑛+1)− Γ(𝐸𝑛) = 2𝜋ℏ.
Проницаемость потенциального барьера (вероятность туннелиро-

вания, формула Гамова)

𝐷 ≈ exp

⎛⎝−2

ℏ

𝑏∫︁
𝑎

|𝑝(𝑥)| 𝑑𝑥

⎞⎠ ≪ 1 — внутри барьера 𝑝(𝑥) мнимое!

Стационарная теория возмущений

𝐻̂ = 𝐻̂0 + 𝜀𝑉 , 𝐻̂0𝜓
(0)
𝑛 = ℰ(0)

𝑛 𝜓(0)
𝑛 , ⟨𝜓(0)

𝑚 |𝜓(0)
𝑛 ⟩ = δ𝑚𝑛.

𝐻̂𝜓𝑛 = ℰ𝑛𝜓𝑛, ⟨𝜓(𝑘>0)
𝑛 |𝜓(0)

𝑛 ⟩ = 0.

𝜓𝑛 = 𝜓(0)
𝑛 + 𝜀𝜓(1)

𝑛 + 𝜀2𝜓(2)
𝑛 + . . . , ℰ𝑛 = ℰ(0)

𝑛 + 𝜀ℰ(1)
𝑛 + 𝜀2ℰ(2)

𝑛 + . . .

ℰ(1)
𝑛 = ⟨𝜓(0)

𝑛 |𝑉 |𝜓0
𝑛⟩, ℰ(2)

𝑛 = ⟨𝜓(0)
𝑛 |𝑉 |𝜓(1)

𝑛 ⟩ =
∑︁
𝑚̸=𝑛

|⟨𝜓(0)
𝑚 |𝑉 |𝜓0

𝑛⟩|2

ℰ(0)
𝑛 − ℰ(0)

𝑚

,

|𝜓(1)
𝑛 ⟩ =

∑︁
𝑚 ̸=𝑛

|𝜓(0)
𝑚 ⟩ ⟨𝜓

(0)
𝑚 |𝑉 |𝜓0

𝑛⟩
ℰ(0)
𝑛 − ℰ(0)

𝑚

.

Для вырожденного спектра нужны правильные волновые функции ну-
левого приближения 𝜑𝑛𝑘 (𝑉𝑛 надо диагонализовать).

𝐻̂0𝜓
(0)
𝑛𝑖 = ℰ(0)

𝑛 𝜓
(0)
𝑛𝑖 , 𝑃𝑛 =

∑︁
𝑖

|𝜓(0)
𝑛𝑖 ⟩⟨𝜓

(0)
𝑛𝑖 |, 𝑉𝑛 = 𝑃𝑛𝑉 𝑃𝑛.

𝑉 𝑛𝑖𝑗 = ⟨𝜓(0)
𝑛𝑖 |𝑉 |𝜓(0)

𝑛𝑗 ⟩, 𝜑
(0)
𝑛𝑘 =

∑︁
𝑗

𝑐𝑛𝑘𝑗𝜓
(0)
𝑛𝑗 ,

det(𝑉 𝑛𝑖𝑗 − ℰ(1)
𝑛𝑘 δ𝑖𝑗) = 0,

∑︁
𝑖

(𝑉 𝑛𝑖𝑗 − ℰ(1)
𝑛𝑘 δ𝑖𝑗)𝑐𝑛𝑘𝑗 = 0
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этосоотношение,выведитеправилаотборапоорбитальномумоменту
длядипольныхпереходовватоме.

ЗАДАЧИ
1.

C
Возмущённыйосциллятор.Используястационарнуютеорию

возмущений,найдитепоправкикуровнямэнергиилинейногогармо-
ническогоосциллятораподдействиемследующихвозмущений:

(а)𝑉=𝛼𝑥,(б)𝑉=𝐴𝑥
3
,(в)𝑉=𝐵𝑥

4
.

2.Неточечноеядро.Найдитесмещениеуровняэнергииосновного
состоянияатомаводорода,обусловленноеконечнымразмеромядра.
Примите,чтоядропредставляетсобойравномернозаряженныйпо
объемушаррадиуса𝑟0.

3.
C

Поляризуемостьводорода.Вычислитеэлектрическуюполяри-
зуемостьатомаводородавосновномсостоянии.

4.
C

ЭффектШтарка.Исследуйтерасщеплениеводнородномэлек-
трическомполеуровняэнергииатомаводородасглавнымквантовым
числом𝑛=2(эффектШтарка).Какзависитэнергиярасщепления
отвеличиныполя?Найдитеправильныеволновыефункциинулевого
приближения.

5.Возбуждениепри𝛽-распаде.Врезультате𝛽-распадаядраато-
матритияобразуетсяион

3
He

+
.Вычислитевероятноститого,чтоэтот

ионокажется:(а)восновномсостоянии;(б)напервомвозбужденном
уровне.Каковоотношениеэтихвероятностей?

6.Нестационарноевозмущение.Найдитевероятностьперехода
междусостояниямидискретногоспектраподдействиемвозмущений:

(а)𝑉(𝑡)=𝑉0e−𝑡
2
/𝜏

2

,(б)𝑉(𝑡)=
𝑉0
2

(︂1+2

𝜋
arctg

𝑡

𝜏

)︂.
7.

C
(Не)пересечениеуровней.Уровниэнергииневозмущеннойси-

стемызависятотпараметра𝜆ипринекоторомзначении𝜆0двауров-
няэнергиипересекаются:𝐸

(0)
1(𝜆0)=𝐸

(0)
2(𝜆0).Вначальныймомент

временисистеманаходитсянапервомуровневсостоянии𝜓
(0)
1.Опре-

делитевероятностьнайтисистемувсостоянии𝜓
(0)
2вмоментвремени

𝑡,еслинасистемунакладываетсяпостоянноевозмущение𝑉,причем

5

Сферическиегармоники
|𝑙,𝑚𝑙⟩вкоординатномпредставлении:𝑌𝑙𝑚𝑙(𝜃,𝜙)=⟨𝜃,𝜙|𝑙,𝑚𝑙⟩(фа-

зовыемножителивыбранысогласнокурсуЛандауиЛифшица)

⟨𝑙′,𝑚′
𝑙|𝑙,𝑚𝑙⟩=∫︁𝑌*

𝑙′𝑚′
𝑙
(𝜃,𝜙)𝑌𝑙,𝑚𝑙(𝜃,𝜙)𝑑Ω⏟ ⏞ sin𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙

=δ𝑙′𝑙δ𝑚′
𝑙𝑚𝑙.

𝑌00(𝜃,𝜙)=
1

√
4𝜋
,𝑌10(𝜃,𝜙)=i√︂3

4𝜋
cos𝜃,𝑌1,±1(𝜃,𝜙)=∓i√︂3

8𝜋
sin𝜃e±i𝜙

𝑌20=√︂5

16𝜋
(1−3cos

2
𝜃),𝑌2,±1=±√︂15

8𝜋
cos𝜃sin𝜃e±i𝜙

,

𝑌2,±2=−√︂15

32𝜋
sin

2
𝜃e±2i𝜙

.

Атомводорода

𝑎Б=
ℏ
2

𝑚𝑒2=0,529𝐴,ℰ𝑛=−
1

2𝑛2

𝑚𝑒
4

ℏ2=−
1

2𝑛2
𝑒
2

𝑎Б
=−

Ry
𝑛2,

Ry=13,6эВ,𝑛=1,2,3,...,𝑙=0,1,...𝑛−1,𝑚𝑙=−𝑙,...,+𝑙 ⏟ ⏞ 2𝑙+1значение

𝜓𝑛𝑙𝑚𝑙(𝑟,𝜃,𝜙)=𝑌𝑙𝑚𝑙(𝜃,𝜙)𝑅𝑛𝑙(𝑟).

Уровниэнергиивырожденыпо𝑙,𝑚𝑙,𝑚𝑠(𝑚𝑠=±
1
2)сучётомспина

кратностьвырождения—2𝑛
2
.

Радиальныеволновыефункции(обезразмеренные)

𝑅10=2e−𝑟,𝑅20=
1
√
2
e−𝑟/2(1−𝑟

2),𝑅21=
1

2
√
6
e−𝑟/2𝑟.

Буквенныеобозначениядляорбитальногомомента𝑙:

0=𝑠,1=𝑝,2=𝑑,3=𝑓,4=𝑔,далеепоалфавиту.

Квазиклассика

𝑝(𝑥)=±√︀2𝑚(𝐸−𝑉(𝑥))—квазиклассическийимпульс,неоператор!

Критерийприменимости:⃒⃒⃒𝜕𝜆𝜕𝑥⃒⃒⃒=⃒⃒⃒ℏ𝑝′ 𝑝2⃒⃒⃒≪1,𝜆(𝑥)=ℏ
𝑝(𝑥).

Квазиклассическаяволноваяфункция:

𝜓(𝑥)=
𝑐+

√︀𝑝(𝑥)
exp

⎛⎝i

ℏ

𝑥∫︁𝑝(𝑥1)𝑑𝑥1

⎞⎠
+

𝑐−
√︀𝑝(𝑥)

exp

⎛⎝
−

i

ℏ

𝑥∫︁𝑝(𝑥1)𝑑𝑥1

⎞⎠
12



𝑉11 = 𝑉22 = 0, но 𝑉12 = 𝑉 *
21 ̸= 0.

8.C Прецессия спина в циркулярно поляризованном поле. На
мюон, покоящийся в однородном магнитном поле B ‖ 𝑧, падает цир-
кулярно поляризованное радиочастотное поле b(𝑡) ⊥ B. Найдите за-
висимость от времени спиновой функции |𝜒(𝑡)⟩ и поляризации мюона
P(𝑡) = ⟨𝜒(𝑡)|𝜎̂|𝜒(𝑡)⟩, если в начальный момент |𝜒(0)⟩ = |+⟩.

9.* Фаза Берри. Покоящийся мюон помещен в магнитное поле B(𝑡),
медленно прецессирующее вокруг оси 𝑧, составляя с ней постоянный
угол 𝜃. Найдите зависимость от времени спиновой функции |𝜒(𝑡)⟩ и
поляризации P(𝑡) мюона, если в начальный момент времени его состо-
яние |𝜒(0)⟩ определяется положительной проекцией спина на направ-
ление магнитного поля. Покажите, что P(𝑡) следует за направлением
магнитного поля. Покажите, что за один полный оборот вектора маг-
нитного поля спиновая функция приобретает фазу, пропорциональную
телесному углу, который охватывает вектор B(𝑡) (фаза Берри).

10. Уровни Ландау. Исследуйте стационарные состояния бесспино-
вой частицы с зарядом 𝑒 и массой 𝑚 в постоянном и однородном маг-
нитном поле B. Найдите уровни энергии (уровни Ландау) и кратности
их вырождения, считая, что движение частицы ограничено большим
объемом 𝑉 . Решите задачу в декартовых и цилиндрических коорди-
натах.

11.C Сверхтонкое расщепление. Найдите величину сверхтонкого
расщепления основного состояния атома водорода. Вычислите длину
волны излучения, испускающегося при переходе между расщепленны-
ми подуровнями.

12.* Тонкое расщепление. Найдите величину тонкого расщепления
состояния атома водорода с главным квантовым числом 𝑛 и орбиталь-
ным квантовым числом 𝑙. Выразите величину этого расщепления в
атомных единицах энергии. Нарисуйте схему расщепленных уровней
с 𝑛 = 3.

13.C Тождественные частицы. Найдите уровни энергии и волновые
функции стационарных состояний двух невзаимодействующих тожде-
ственных частиц в потенциальном ящике

𝑉 (𝑥) =

{︂
0, 0 < 𝑥 < 𝑎,
∞, 𝑥 < 0, 𝑥 > 𝑎,

если этими частицами являются: (а) ферми-частицы со спинами
𝑠 = 1/2; (б) бозе-частицы со спинами 𝑠 = 0; (в) бозе-частицы со

6

[𝑗̂𝛼, 𝑗̂𝛽 ] = iε𝛼𝛽𝛾 𝑗̂𝛾 , [𝑗̂2, 𝑗̂𝛼] = 0, [𝑗̂𝑧, 𝑗̂±] = ±𝑗̂±, [𝑗̂+, 𝑗̂−] = 2𝑗̂𝑧,

𝑗̂2|𝑗,𝑚𝑗⟩ = 𝑗(𝑗 + 1)|𝑗,𝑚𝑗⟩, 𝑗̂𝑧|𝑗,𝑚𝑗⟩ = 𝑚𝑗 |𝑗,𝑚𝑗⟩,

𝑗 = 0, 12 , 1,
3
2 , 2, . . . , 𝑚𝑗 = −𝑗,−𝑗 + 1, . . . ,+𝑗⏟  ⏞  

2𝑗+1 значение

,

Для орбитального момента (для 𝑙⃗) 𝑗 всегда целое и обозначается 𝑙,
для спинового часто (электроны, протоны, нейтроны, нейтрино и др.)
𝑗 = 1

2 и обозначается 𝑠.

𝑗̂+|𝑗,𝑚𝑗⟩ =
√︀

(𝑗 +𝑚+ 1)(𝑗 −𝑚)⏟  ⏞  √
𝑗(𝑗+1)−𝑚𝑗(𝑚𝑗+1)

|𝑗,𝑚𝑗 + 1⟩,

𝑗̂−|𝑗,𝑚𝑗⟩ =
√︀

(𝑗 −𝑚+ 1)(𝑗 +𝑚)⏟  ⏞  √
𝑗(𝑗+1)−𝑚𝑗(𝑚𝑗−1)

|𝑗,𝑚𝑗 − 1⟩.

Спин 1
2

𝜎𝑥 =

(︂
0 1
1 0

)︂
, 𝜎𝑦 =

(︂
0 −i
i 0

)︂
, 𝜎𝑧 =

(︂
1 0
0 −1

)︂
.

𝑠𝛼 = 1
2𝜎𝛼, 𝜎𝛼𝜎𝛽 = 1̂δ𝛼𝛽 + iε𝛼𝛽𝛾𝜎𝛾 .

𝜒+ = | 12 ,
1
2 ⟩ =

(︂
1
0

)︂
= |+⟩ = | ↑⟩, 𝜒− = | 1

2⏟ ⏞ 
𝑠

, − 1
2⏟ ⏞ 

𝑚𝑠

⟩ =
(︂

0
1

)︂
= |−⟩ = | ↓⟩.

Орбитальный момент

𝑙̂𝑧 = −i
𝜕

𝜕𝜙
, 𝑙̂± = e±i𝜙

(︂
± 𝜕

𝜕𝜃
+ i ctg 𝜃

𝜕

𝜕𝜙

)︂
,

𝑙̂𝑥 = −i

(︂
− sin𝜙

𝜕

𝜕𝜃
− ctg 𝜃 cos𝜙

𝜕

𝜕𝜙

)︂
, 𝑙̂𝑦 = −i

(︂
cos𝜙

𝜕

𝜕𝜃
− ctg 𝜃 sin𝜙

𝜕

𝜕𝜙

)︂
,

△ =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟2

(︂
1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
+

1

sin2 𝜃

𝜕2

𝜕𝜙2

)︂
⏟  ⏞  

△𝜃𝜙=−𝑙̂2

.
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спинами𝑠=1.Чемуравнавкаждомизэтихслучаевэнергияоснов-
ногосостояния𝑁частиц?Определитекратностиодночастичных
уровнейивсехполученныхуровнейэнергии.

14.Вариационныйметоддляводорода.Вычислитеэнергиюос-
новногосостоянияатомаводородаизвариационногопринципа.Вка-
чествепробныхфункцийвозьмите:
(а)𝜓(𝑟)=(𝜋𝑎

3
)−1/2

exp(−𝑟/𝑎);
(б)𝜓(𝑟)=(𝜋𝑏

2
)−3/4

exp(−𝑟
2
/2𝑏

2
).

Определитепараметры𝑎и𝑏.

15.*Вариационныйметоддлягелия.Найдите,пользуясьвариа-
ционнымметодом,энергиюосновногосостояниягелиеподобногоатома
сзарядомядра𝑍.Вкачествепробнойфункциивозьмите:
(а)𝜓(𝑟1,𝑟2)∼𝑒−𝛼(𝑟1+𝑟2);
(б)𝜓(𝑟1,𝑟2)∼𝑒−𝛼𝑟1−𝛽𝑟2+𝑒−𝛽𝑟1−𝛼𝑟2.
Вслучае(б)воспользуйтесьчисленнойпроцедуройминимизациисред-
негозначениягамильтонианапопараметрам𝛼и𝛽.Используяполу-
ченныерезультаты,установите,существуетлистабильныйионводо-
родаH−.

16.ПравилаХунда.ПользуясьправиламиХунда,определитезна-
ченияквантовыхчисел𝐿,𝑆и𝐽восновныхсостоянияхследующих
атомов:(а)кремния,(б)фосфора,(в)серы,(г)ванадия,(д)кобальта,
(е)церия.Дляслучаев“а”,“б”и“в”найдитевсетермы.Запишите
спектроскопическиесимволыполученныхсостояний.

17.
C

СилыВан-дер-Ваальса.Используявторойпорядокстацио-
нарнойтеориивозмущений,определите,какзависитэнергиявзаимо-
действияотрасстояния𝑅между:
(а)атомомиионом(∼1/𝑅

4
);

(б)двумяатомами(∼1/𝑅
6
).

18.
C

ЭффектЗеемана.Желтыйдублетнатриясоответствуетопти-
ческимпереходам

2
𝑃3/2→

2
𝑆1/2и

2
𝑃1/2→

2
𝑆1/2.Исследуйтерасщеп-

лениеэтогодублетавслабомисильноммагнитныхполях.Сравните
полученныекартинырасщеплениялинийнатриясрасщеплениями
синглетнойлиниикадмия,отвечающейпереходу

1
𝐷→

1
𝑃.

19.Рассеяниекаквозмущение.Спомощью“золотогоправила”
Фермиполучитеформулудлядифференциальногосеченияупругого
рассеяниявборновскомприближении.

20.Борновскоерассеяние.Найдитевборновскомприближении
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Координатноеиимпульсноепредставления

𝑥𝛼𝜓(𝑟⃗)=𝑥𝛼𝜓(𝑟⃗),𝑝𝛼𝜓(𝑟⃗)=−iℏ
𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝜓(𝑟⃗),

𝑥𝛼𝜓(𝑝)=+iℏ
𝜕

𝜕𝑝𝛼
𝜓(𝑝),𝑝𝛼𝜓(𝑝)=𝑝𝛼𝜓(𝑝),

𝜓𝑟⃗0(𝑟⃗)=⟨𝑟⃗|𝑟⃗0⟩=δ(𝑟⃗−𝑟⃗0),𝜓𝑝0(𝑝)=⟨𝑝|𝑝0⟩=δ(𝑝−𝑝0),

𝜓𝑝(𝑟⃗)=
e

i(𝑟⃗,𝑝)
ℏ

(2𝜋)3/2=⟨𝑟⃗ ⏟ ⏞ ⟨𝜓𝑟⃗

|𝑝⟩ ⏟ ⏞ 𝜓𝑝⟩

=⟨𝑝|𝑟⃗⟩*,

𝜓(𝑝)=⟨𝑝|𝜓⟩=∫︁e
−i(𝑟⃗,𝑝)

ℏ

(2𝜋)3/2𝜓(𝑟⃗)𝑑
3
𝑟⃗,𝜓(𝑟⃗)=⟨𝑟⃗|𝜓⟩=∫︁e

i(𝑟⃗,𝑝)
ℏ

(2𝜋)3/2𝜓(𝑝)𝑑
3
𝑝.

𝜓(𝑝)—фурье-образ𝜓(𝑟⃗),можнобылобыобозначить𝜓(𝑝),нофизики
считают,чтоаргумента𝑝достаточно.

⟨𝜑|𝜓⟩=⟨𝜓|𝜑⟩*=∫︁𝜑*(𝑟⃗)𝜓(𝑟⃗)𝑑3𝑟⃗=∫︁𝜑*(𝑝)𝜓(𝑝)𝑑3𝑝.

Гармоническийосциллятор

𝐻=
𝑝
2

2𝑚
+
𝑚𝜔

2
𝑥
2

2
=ℏ𝜔(︁𝑝

2

2𝑚ℏ𝜔 ⏟ ⏞ 𝑃2

2

+
𝑚𝜔

ℏ
𝑥
2

2 ⏟ ⏞ 𝑄2

2

)︁=ℏ𝜔(𝑏̂
+
𝑏̂+

1
2),

𝑏̂=
𝑄+i𝑃
√
2

,𝑏̂
+
=
𝑄−i𝑃
√
2

,[𝑏̂,𝑏̂
+
]=1,𝑃=−i

𝜕

𝜕𝑄
,

𝐻|𝑛⟩ ⏟ ⏞ |𝜓𝑛⟩

=ℰ𝑛|𝑛⟩,⟨𝑛1|𝑛2⟩=δ𝑛1𝑛2,ℰ𝑛=ℏ𝜔(𝑛+
1
2),𝑛=0,1,2,...,

𝑏̂|𝑛⟩=
√
𝑛|𝑛−1⟩,𝑏̂

+
|𝑛⟩=

√
𝑛+1|𝑛+1⟩,

𝑏̂
+
𝑏̂|𝑛⟩=𝑛|𝑛⟩,𝑏̂𝑏̂

+
|𝑛⟩=(𝑛+1)|𝑛⟩,|0⟩=|𝜓0⟩≠0.

Моментыимпульса

𝑗̂𝛼=𝑙̂𝛼+𝑠𝛼,
ˆ⃗
𝑙=

1
ℏ[ˆ⃗𝑟×ˆ⃗𝑝],𝑠𝛼—спин(матрицы(2𝑠+1)×(2𝑠+1))

𝑗̂
2
=𝑗̂

2
𝑥+𝑗̂

2
𝑦+𝑗̂

2
𝑧=𝑗̂−𝑗̂++𝑗̂

2
𝑧+𝑗̂𝑧,𝑗̂±=𝑗̂𝑥±i𝑗̂𝑦=𝑗̂

†
∓,
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дифференциальные и полные сечения рассеяния частицы в полях:

(а) 𝑉 (𝑟) =
𝛼

𝑟
𝑒−κ𝑟, (б) 𝑉 (𝑟) =

{︂
−𝑉0, 𝑟 < 𝑎,
0, 𝑟 > 𝑎.

В случае (а) покажите, что в пределе κ → 0 дифференциальное сече-
ние принимает вид резерфордовского сечения рассеяния заряженной
частицы на отталкивающем кулоновском центре. Запишите критерии
применимости борновского приближения для рассматриваемых слу-
чаев.

21. Рассеяние медленных частиц на сфере. Найдите полное сече-
ние рассеяния медленных частиц на сферически-симметричной пря-
моугольной потенциальной яме и сферически-симметричном прямо-
угольном потенциальном барьере. В случае барьера исследуйте пре-
дельный случай непроницаемой сферы. В случае ямы определите, при
каких соотношениях между глубиной 𝑈0 и радиусом 𝑅 ямы полное се-
чение намного превышает геометрическое значение 𝜋𝑅2 (резонансное
рассеяние) и, наоборот, обращается в ноль (эффект Рамзауэра).

22.* Рассеяние быстрых частиц на сфере. Найдите полное се-
чение рассеяния быстрых частиц (𝑘𝑎 ≫ 1) на непроницаемой сфере
радиуса 𝑎. Обсудите характер зависимости от угла рассеяния 𝜃 диффе-
ренциального сечения упругого рассеяния. Воспользуйтесь численной
процедурой для установления зависимости фаз рассеяния 𝛿𝑙 от орби-
тального момента 𝑙 для 𝑘𝑎 = 10.

23.C Рассеяние тождественных частиц. Выразите дифференци-
альное сечение рассеяния:
(a) 𝛼-частиц на 𝛼-частицах,
(б) протонов на протонах
через амплитуду рассеяния двух точечных заряженных частиц друг
на друге.

24. Распад 8Be*. Может ли распасться на две 𝛼-частицы нестабиль-
ное ядро 8Be*, находящееся в состоянии с полным угловым моментом
𝐽 = 1?

25. Эффект Мессбауэра. Определите вероятность процесса, при
котором ядро, связанное гармоническим потенциалом, останется в ос-
новном состоянии после испускания 𝛾-кванта.

26.C Спонтанное излучение. Найдите угловое распределение фо-
тонов, излучающихся в переходе |2𝑝⟩ → |1𝑠⟩ атома водорода, и время
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жизни |2𝑝⟩ состояния. Выразите это время в атомных единицах вре-
мени.

27. Нейтрон в магнитном поле. Нейтрон находится в однородном
магнитном поле B0 ‖ 𝑧. Определите время жизни состояния с про-
екцией спина на направление поля 𝑚𝑠 = +1/2. Получите численное
значение времени жизни для 𝐵0 = 1 кГс. Какова поляризация излу-
чаемого фотона в зависимости от направления вылета?

28. Фотоэффект. Найдите сечение фотоэффекта на атоме водорода
под действием плоской монохроматической волны с частотой 𝜔 для
случая ℏ𝜔 ≫ 𝐼, где 𝐼 – потенциал ионизации атома. Сравните резуль-
таты вычислений при классическом и квантовом описаниях падающей
электромагнитной волны.

Примерный срок сдачи первого задания: 19.10 – 24.10.2026 года.
Примерный срок сдачи второго задания: 14.12 – 19.12.2026 года.

Справочный материал
Общие сведения

[𝑥̂𝛼, 𝑝𝛽 ] = 𝑥̂𝛼𝑝𝛽 − 𝑝𝛽 𝑥̂𝛼 = iℏδ𝛼𝛽 — в любом представлении!

ℏ = 1,055 · 10−34 Дж · с = 1,055 · 10−27 эрг · с
Уравнение Шрёдингера (общий случай!):

iℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝜓 = 𝐻̂𝜓 — временно́е, 𝐻̂𝜓 = ℰ𝜓 — стационарное.

Оператор эволюции (для гамильтониана не зависящего от времени):

𝑈̂𝑡 = e−i 𝐻̂𝑡
ℏ , 𝑈̂𝑡|𝜓(𝑡0)⟩ = |𝜓(𝑡0 + 𝑡)⟩.

Типичный гамильтониан: 𝐻̂ =
^⃗𝑝
2

2𝑚 + 𝑉 (𝑟⃗) = − ℏ2

2𝑚△+ 𝑉 (𝑟⃗).
Гамильтониан для частицы в электромагнитном поле:

𝐻̂ =
(
ˆ⃗
𝑃 − 𝑞

𝑐 𝐴⃗(𝑟⃗, 𝑡))
2

2𝑚
+ 𝑞 𝜑(𝑟⃗, 𝑡).

ˆ⃗
𝑃 = −iℏ 𝜕𝜕𝑟⃗ — обобщённый импульс, 𝒫 =

ˆ⃗
𝑃− 𝑞

𝑐 𝐴⃗(𝑟⃗, 𝑡) — кинематический
импульс (соответствует 𝑚𝑣⃗).

Элементарный заряд: 𝑒 = 1,6 · 10−19 Кл = 4,8 · 10−10 ед.СГС.
Массы электрона, протона, нейтрона (𝑚𝑝,𝑚𝑛 в атомных ядрах другие):

𝑚𝑒 = 511 кэВ, 𝑚𝑝 = 938,3 МэВ, 𝑚𝑛 = 939,6 МэВ.
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