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После тем указаны номера разделов из книги М.Г. Иванов
«Как понимать квантовую механику». Звёздочками помечены разде-
лы для дополнительного чтения. К сожалению полной однозначности
в ссылках не получилось, т.к. в книге порядок изложения материала
существенно другой.

1. Введение (1*, 2*, 3, частично 4, 5)
Явления, указывающие на необходимость квантовой механики. Атом-
ный масштаб физических величин. Волна де Бройля. Состояние и на-
блюдаемая — основные понятия квантовой кинематики. Амплитуда
вероятности. Принцип суперпозиции. Теория измерений (проекцион-
ный постулат и правило Борна, 5.3, 8.1*). Операторы наблюдаемых
и симметрий. Среднее наблюдаемой (4.7.5). Эволюция замкнутой си-
стемы (5.1).

2. Уравнение Шредингера
Операторы координаты, импульса (4.10) и энергии (гамильтониан,
5.1). Каноническое квантование. Плотность вероятности и плотность
потока вероятности. Уравнение непрерывности (13.6). Оператор про-
изводной наблюдаемой по времени. Коммутаторы и скобки Пуассона
(5.2.7). Интегралы движения. Теоремы Эренфеста (13.3). Стационар-
ные состояния и стационарное уравнение Шредингера. Вариационный
принцип (4.11).

3. Квантовая кинематика (4)
Базис в гильбертовом пространстве. Понятия вектора состояния и про-
странства состояний. Обозначения Дирака (4.3). Система собствен-
ных векторов оператора физической величины. Нормировка собствен-
ных векторов дискретного и непрерывного спектра. Условие полно-
ты (разложение единичного оператора). Унитарные преобразования
(11*, 14*). Координатное, импульсное и энергетическое представле-
ния. Условие одновременной измеримости физических величин. Пол-
ный набор коммутирующих операторов (4.1.1). Соотношение неопре-
деленности (7.2.1, 7.2.2).

4. Динамика замкнутой системы (частично 5)
Общее решение задачи Коши для уравнения Шредингера в случае, ко-
гда гамильтониан системы не зависит от времени. Оператор эволюции.
Представления Шредингера и Гейзенберга (частично 5.2). Уравнение
Гейзенберга для операторов физических величин.

5. Одномерное движение (6)
Общие свойства одномерного движения. Невырожденность дискретно-
го спектра, осцилляционная теорема. Движение свободной частицы,



волновой пакет. Отражение от потенциальной стенки. Прохождение
через и отражение от потенциального барьера, унитарность. Движе-
ние в периодическом потенциале, зонный спектр (см. задачу 7).

6. Гармонический осциллятор (12, кроме 12.8, 12.9)

Повышающий 𝑏̂+ и понижающий 𝑏̂ операторы. Нахождение энергети-
ческого спектра и векторов стационарных состояний гармонического
осциллятора исходя из коммутационных соотношений. Когерентные
состояния (12.7, задача 12).

7. Орбитальный момент импульса (15.1, 15.2)

Операторы орбитального момента импульса частицы l̂ и его квадрата
l̂2 в декартовых и сферических координатах. Оператор конечных вра-
щений. Коммутационные соотношения для операторов момента. Сфе-
рические гармоники.

8. Собственные значения и собственные функции опе-
раторов момента импульса (15.2, 15.3, 15.4)
Нахождение собственных значений и построение общей системы соб-
ственных векторов операторов 𝑗̂𝑧 и ĵ2 исходя из коммутационных соот-
ношений. Целые и полуцелые значения момента. Переход к координат-
ному представлению (построение сферических гармоник) для целых 𝑗.
Спин частицы. Матрицы Паули.

9. Задача двух тел (16)
Разделение переменных в квантово-механической задаче двух тел. Га-
мильтониан в сферических координатах. Разделение радиальной и уг-
ловых переменных в стационарном уравнении Шредингера. Уравнение
для радиальной функции. Граничные условия для связанных состоя-
ний. Полный набор коммутирующих операторов. Радиальное и орби-
тальное квантовые числа и квантовое число проекции момента. Крат-
ность вырождения уровней.

10. Атом водорода (16.4)
Атомная система единиц. Энергии и волновые функции стационар-
ных состояний дискретного спектра водородоподобного атома. Главное
квантовое число. Кулоновское вырождение.

11. Квазиклассическое приближение (13.5)
Волновая функция, описывающая одномерное движение в квазиклас-
сическом приближении (13.5.1, 13.5.2). Критерий применимости ква-
зиклассического приближения (13.5.1). Принцип соответствия (2.4).
Классически разрешенная и запрещенная области, точки поворота (13.5.3).
Условие сшивки квазиклассических решений по разные стороны от



точки поворота (13.5.3). Условие квантования Бора–Зоммерфельда (13.5.4).
Фазовый объем, приходящийся на одно состояние, и плотность состо-
яний (задача 1). Вероятность туннелирования через потенциальный
барьер (13.5.7).

12. Квантовые корреляции (частично 7, 10)
Описание объединения двух квантовых систем (4.1.1, 4.4.3). Теорема
о невозможности клонирования квантового состояния (7.6). Протокол
квантового распределения криптографических ключей BB84 (10.1).
Неравенство Белла и его нарушение в квантовой механике (7.5.6).
Квантовая телепортация (7.7). Квантовое вычисление на примере ал-
горитма Гровера (10.7).

Литература
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q-ivanov.php
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kvanty-za-noch-abrikosov/

Упражнения
Первое задание

1.C Найти эрмитово сопряженные и обратные операторы для опера-
торов пространственной инверсии 𝐼 и трансляции 𝑇𝑎.

2.C Найти собственные значения и собственные функции операторов
пространственной инверсии 𝐼 и трансляции 𝑇𝑎.

3.C Вычислить действие на волновую функцию оператора ei𝐼𝜙.

4.C Выразить оператор трансляции 𝑇𝑎 через оператор импульса 𝑝.

5.* В каких задачах и упражнениях могут использоваться операторы
𝐼 и 𝑇𝑎?

6. Пространственный сдвиг потенциала. Вычислить действие на
волновую функцию оператора

e
i
ℏ 𝑎𝑝̂ 𝑈(𝑟) e−

i
ℏ 𝑎𝑝̂.

7. Показать, что 𝐴𝐴+ — эрмитов оператор и ⟨𝐴𝐴+⟩ ⩾ 0.

8. Правило Лейбница для коммутатора. Доказать равенство ком-
мутаторов

[𝐴, 𝐵̂𝐶] = [𝐴, 𝐵̂]𝐶 + 𝐵̂[𝐴,𝐶].

Доказать с помощью полученного равенства правило Лейбница для
производной от произведения операторов 𝑑(𝐵̂𝐶)

𝑑𝑡 .

https://old.mipt.ru/education/chair/theoretical_physics/biblio/qm-barabanov.php
https://old.mipt.ru/education/chair/theoretical_physics/biblio/qm-barabanov.php
https://old.mipt.ru/students/organization/mezhpr/biblio/q-ivanov.php
https://old.mipt.ru/students/organization/mezhpr/biblio/q-ivanov.php
https://old.mipt.ru/education/chair/theoretical_physics/biblio/kvanty-za-noch-abrikosov/
https://old.mipt.ru/education/chair/theoretical_physics/biblio/kvanty-za-noch-abrikosov/


9. Вычислить [𝑈(𝑥̂), 𝑝], [𝑈(𝑥̂), 𝑝2], [𝑥̂, 𝑓(𝑝)].

10.* Доказать справедливость разложения

e𝜉𝐴 𝐵̂ e−𝜉𝐴 = 𝐵̂ + 𝜉[𝐴, 𝐵̂] +
1

2!
𝜉2[𝐴, [𝐴, 𝐵̂]] + . . .

11.C Теорема Гельмана–Фейнмана. Эрмитов оператор с дискрет-
ным спектром 𝑓(𝜆) зависит от параметра 𝜆. Собственные значения
𝑓𝑛(𝜆) и собственные векторы |𝜓𝑛(𝜆)⟩ этого оператора также зависят
от 𝜆. Доказать теорему Гельмана–Фейнмана:

𝜕𝑓𝑛(𝜆)

𝜕𝜆
=

⟨
𝜓𝑛(𝜆)

⃒⃒⃒𝜕𝑓(𝜆)
𝜕𝜆

⃒⃒⃒
𝜓𝑛(𝜆)

⟩
.

12.* Вычислить коммутатор [𝑏̂, 𝑓(𝑏̂†)].

13.C Пользуясь операторами рождения и уничтожения, вычислить
средние значения и дисперсии координаты и импульса, а также сред-
ние значения операторов 𝑥̂4 и 𝑥̂2𝑘+1, 𝑝4 и 𝑝2𝑘+1 в 𝑛-м стационарном
состоянии гармонического осциллятора. Обсудите величину ⟨𝑥̂2⟩⟨𝑝2⟩ в
связи с соотношением неопределенностей.

14.C Найти операторы рождения и уничтожения для гармонического
осциллятора в представлении Гейзенберга.

15.* Для каких гамильтонианов ⟨𝑥(𝑡)⟩ и ⟨𝑝(𝑡)⟩ точно описываются
классическими уравнениями Гамильтона?

Второе задание

16.C Вычислить коммутаторы

[𝑙̂𝛼, 𝑙̂±], [𝑙̂+, 𝑙̂−], [𝑙̂𝛼, 𝑥̂𝛽 ], [𝑙̂𝛼, 𝑝𝛽 ], [𝑙̂𝛼, 𝑟
2], [𝑙𝛼,𝑝

2],

[𝑙̂𝛼, (𝑟 · 𝑝)], [𝑙̂𝛼, 𝑝𝛽𝑝𝛾 ], [𝑙̂𝛼, 𝑓(𝑟)], [𝑙̂𝑧, 𝑓(𝜌)], 𝜌2 = 𝑥̂2 + 𝑦2.

17.C Доказать равенства

𝜎𝛼𝜎𝛽 = 1̂δ𝛼𝛽 + iε𝛼𝛽𝛾𝜎𝛾 ,

(𝜎 · 𝑎)(𝜎 · 𝑏) = (𝑎 · 𝑏) + i𝜎 · [𝑎× 𝑏],

где 𝑎 и 𝑏 — векторы, [𝑎𝛼, 𝜎𝛽 ]=0.

18. Вычислить 𝜎2
± и [𝜎±, 𝜎𝛼].



19.C Вычислить действие на спинор оператора ei (𝜎·𝑛)𝜑/2, |n| = 1.

20. Для 𝑗 = 1 записать матрицы 𝑗̂
2
, 𝑗̂𝛼, 𝑗̂± и найти собственные век-

торы для 𝑗̂
2

и 𝑗̂𝑧. Пусть n — единичный вектор. Найти собственные
значения и собственные векторы матрицы (𝑗̂ · 𝑛).

21.C Пусть функции 𝑌1𝑥(𝜃, 𝜑), 𝑌1𝑦(𝜃, 𝜑) и 𝑌1𝑧(𝜃, 𝜑) — p-орбитали («ган-
тельки» из учебника химии) ориентированные по осям 𝑥, 𝑦 и 𝑧 соот-
ветственно. Выразить их через 𝑌1𝑚(𝜃, 𝜑) (𝑚 = 0,±1). Проверить орто-
нормированность.

Задачи
Первое задание

1.C Потенциальный колодец. Найти уровни энергии и волновые
функции стационарных состояний частицы в потенциальном ящике:

𝑉 (𝑥) =

{︃
0, 0 < 𝑥 < 𝑎,

+∞, 𝑥 < 0 ∪ 𝑥 > 𝑎.

Вычислить средние значения и дисперсии координаты и импульса, ⟨𝑥̂⟩,
⟨𝑝⟩, 𝛿𝑥2 и 𝛿𝑝2, для 𝑛-го стационарного состояния. Найти фазовый объ-
ем, приходящийся на одно квантовое состояние.

2.* Сдвиг по фазе. Найти уровни энергии и волновые функции ста-
ционарных состояний для свободной частицы на отрезке длины 𝑎 с
периодическими граничными условиями со сдвигом фазы:

𝜓(0) = ei𝛼𝜓(𝑎), , 𝜓′(0) = ei𝛼𝜓′(𝑎), 𝛼 ∈ R.

Для стационарных состояний вычислить средние ⟨𝑥̂⟩, ⟨𝑝⟩. Найти фазо-
вый объем, приходящийся на одно квантовое состояние. Выполняется
ли соотношение 𝑑⟨𝑥⟩

𝑑𝑡 = ⟨𝑝⟩
𝑚 ? Почему?

3. Прямоугольная яма. Найти уровни энергии и волновые функции
стационарных состояний в потенциальной яме:

𝑎) 𝑉 (𝑥) =

{︃
−𝑉0, |𝑥| < 𝑎, 𝑉0 > 0,

0, |𝑥| > 𝑎,

𝑏) 𝑉 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
+∞, 𝑥 < 0,

−𝑉0, 0 < 𝑥 < 𝑎, 𝑉0 > 0,

0, 𝑥 > 𝑎.



4.C Дельта-яма. a) Найти энергию и волновую функцию связанного
состояния частицы в поле:

𝑉 (𝑥) = −ℏ2𝛼
𝑚

δ(𝑥).

Вычислить средние значения и дисперсии координаты и импульса в
связанном состоянии.
б) Найти коэффициенты прохождения и отражения.
в) Вычислить вероятность “ионизации” связанного состояния при мгно-
венном изменении параметра ямы с 𝛼0 до 𝛼1.
г) Найти волновую функцию связанного состояния в импульсном пред-
ставлении.

5. Одномерное рассеяние.
Найти коэффициенты прохождения и отражения частицы:
а) для прямоугольной потенциальной ступеньки;
б) для прямоугольного потенциального барьера;
в) для прямоугольной потенциальной ямы.

6.C Две ямы.
Найти уровни энергии и волновые функции связанных состояний ча-
стицы в поле:

𝑉 (𝑥) = −ℏ2𝛼
𝑚

(︁
δ(𝑥+ 𝑎) + δ(𝑥− 𝑎)

)︁
.

Рассмотреть предел 𝛼𝑎 ≫ 1 и эволюцию начального состояния, отве-
чающего волновой функции частицы, связанной в левой яме. Опреде-
лить вероятность обнаружить частицу в той же яме в момент времени
𝑡 и частоту осцилляций.

7.C Частица в кристалле. Найти разрешенные зоны энергии части-
цы, движущейся в потенциальном поле:

𝑉 (𝑥) = −ℏ2𝛼
𝑚

𝑛=+∞∑︁
𝑛=−∞

δ(𝑥− 𝑛𝑎).

Рассмотреть предельные случаи: а) 𝛼𝑎≫ 1 (сильная связь),
б) 𝛼𝑎 ≪ 1 (слабая связь). Найти закон дисперсии для первой зоны и
вычислить эффективную массу частицы при малых значениях квази-
импульса.

8.* Мелкая яма. Рассмотреть вопрос о существовании связанного
сферически симметричного состояния частицы в сферически симмет-
ричной потенциальной яме в пространстве одного, двух (качественно



в импульсном представлении для мелкой ямы) и трех измерений.

9.C Когерентное состояние. Найти волновую функцию, минимизи-
рующую соотношение неопределенностей для координаты и импульса:
𝛿𝑥 · 𝛿𝑝 = ℏ

2 .

10.* Расплывание волнового пакета. Пусть в момент 𝑡 = 0 со-
стояние свободной частицы массы 𝑚 описывается волновой функцией
𝜓0(𝑥) такой, что ⟨𝑥̂⟩ = 𝑥0, ⟨𝑝⟩ = 𝑝0, а произведение неопределенностей
координаты и импульса принимает минимальное значение. Найти, как
будет меняться во времени волновая функция частицы 𝜓(𝑥, 𝑡) и плот-
ность вероятности |𝜓(𝑥, 𝑡)|2.

11.C Магические числа. Найти уровни энергии трехмерного изо-
тропного гармонического осциллятора и кратности их вырождения,
разделяя переменные в декартовых координатах. Обсудить связь за-
дачи с моделью ядерных оболочек и получить значения магических
чисел 2, 8, 20.

12. Когерентные состояния осциллятора. Рассмотреть когерент-
ные состояния одномерного гармонического осциллятора:

𝑏̂|𝜓𝑧⟩ = 𝑧|𝜓𝑧⟩, ⟨𝜓𝑧|𝜓𝑧⟩ = 1, 𝑧 ∈ C.

а) Найти среднюю энергию, ⟨𝑥⟩, ⟨𝑝⟩.
б) Вычислить распределение по числу квантов.
в) Вычислить 𝜓𝑧(𝑄).
г*) Найти временную эволюцию 𝜓(𝑡), если 𝜓(0) = 𝜓𝑧.
д*) Найти ⟨𝑥(𝑡)⟩, ⟨𝑝(𝑡)⟩, ⟨𝛿𝑥2(𝑡)⟩, ⟨𝛿𝑝2(𝑡)⟩

Второе задание

13.C Средние момента импульса. Найти средние значения компо-
нент момента импульса в состоянии |𝑙,𝑚⟩:

⟨𝑙̂𝑥⟩, ⟨𝑙̂𝑦⟩, ⟨𝑙̂𝑥 𝑙̂𝑦⟩, ⟨𝑙̂𝑦 𝑙̂𝑥⟩, ⟨𝑙̂2𝑥⟩ = ⟨𝑙̂2𝑦⟩.

14.C Проекции спина. Найти собственные значения и собственные
спиноры для оператора 𝜎 · 𝑛 проекции спина на ось 𝑛 = 𝑟/𝑟. Вычис-
лить вероятность того, что спинор с проекцией на ось 𝑧, равной 1/2,
находится в собственных состояниях 𝜎 · 𝑛.

15.C Прецессия спина. Отрицательно заряженный мюон находится
в связанном стационарном состоянии. В момент времени 𝑡 = 0, когда



”включается” магнитное поле B, направленное под углом 𝜃 к оси 𝑧, спи-

новое состояние мюона описывается функцией |𝜒(0)⟩ =
(︂

1
0

)︂
. Какой

функцией |𝜒(𝑡)⟩ описывается спиновое состояние мюона во все после-
дующие моменты времени в представлении Шредингера? Как выгля-
дит оператор спина мюона ŝ(𝑡) в представлении Гайзенберга? Найди-
те вектор поляризации мюона P(𝑡) = 2⟨𝜒|ŝ|𝜒⟩ как функцию времени,
пользуясь представлениями Шредингера и Гайзенберга. Какое движе-
ние совершает в пространстве вектор P(𝑡)? Меняется ли во времени
его длина?

16.C Трёхмерный осциллятор. Найти уровни энергии трёхмерно-
го изотропного гармонического осциллятора и кратности их вырож-
дения, разделяя переменные в сферических координатах. Определить
пространственную четность состояний.

17.* Водород в импульсном представлении. Записать стационар-
ное уравнение Шредингера для атома водорода в импульсном пред-
ставлении. Найти волновую функцию основного состояния в импульс-
ном представлении.

18.C Средние величины для водорода. Найти средние значения
для 𝑛𝑙-состояний атома водорода
а) 1/𝑟, 1/𝑟2, 1/𝑟3 и p2 используя теоремы Эренфеста и Гельмана–
Фейнмана и вириала;
б*) 1/𝑟, 𝑟, 𝑟2 используя рекурсивное отношение Крамерса.

19.C Дипольный момент водорода. Атом водорода находится в
стационарном состоянии с главным квантовым числом 𝑛 = 2. Найти
максимальное значение дипольного момента атома d = ⟨𝜓|(−𝑒)r|𝜓⟩
и волновую функцию 𝜓(r), описывающую состояние с максимальным
электрическим дипольным моментом.

20.C Квазиклассический осциллятор. Вычислить в квазикласси-
ческом приближении уровни энергии и собственные функции:
а) гармонического осциллятора,
б) частицы в потенциале

𝑈(𝑥) =

⎧⎨⎩
+∞, 𝑥 < 0,

𝑚𝜔2𝑥2

2
, 𝑥 > 0.

21.C Закон Гейгера–Неттола. В квазиклассике найти коэффициент



проникновения через потенциальный барьер

𝑈(𝑥) =

⎧⎨⎩
−𝑈0, 0 < 𝑥 < 𝑎,

2𝑍𝑒2

𝑥
, 𝑥 > 𝑎,

в пределе 𝑎 ≪ 2𝑍𝑒2/𝐸. Обсудить связь с элементарной теорией 𝛼-
распада и получить закон Гейгера–Неттола.

22. Треугольная яма. Вычислить в квазиклассическом приближе-
нии уровни энергии и собственные функции частицы в потенциале

𝑈(𝑥) =

{︃
+∞, 𝑥 < 0,

𝐹 𝑥, 𝑥 > 0.

23. Квазиклассическое возмущение. Частица совершает финит-
ное движение в одномерном потенциале 𝑈(𝑥); 𝐸𝑛 – энергии стационар-
ных состояний. Воспользовавшись квазиклассическим приближением,
найдите изменения 𝛿𝐸𝑛 энергий стационарных состояний при малом
изменении потенциала 𝑈(𝑥) →
→ 𝑈(𝑥) + 𝛿𝑈(𝑥).

Задачи со значком C рассматриваются на семинаре, знаком *

отмечены дополнительные задачи повышенной сложности.

1-я контрольная работа – вторая декада марта
ЗАДАНИЕ 1 (срок сдачи 17.03 – 22.03.2025 года)
2-я контрольная работа – вторая декада мая

ЗАДАНИЕ 2 (срок сдачи 12.05 – 17.05.2025 года)


