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Âñòóïëåíèå

� Ñëûõàëè?

Ãîâîðÿò, ðåêòîð ïðèêàçàë âñåì

íåìåäëåííî âûó÷èòü êèòàéñêèé!

� Êîãäà ñäàâàòü?

Áîðîäàòûé àíåêäîò

Ýòà ðóêîïèñü � ñöåíàðèé êóðñà ëåêöèé, êîòîðûå ÿ ÷èòàþ ñòóäåíòàì ÔÌÕÔ è
ÔÁÌÔ. Ïîêà òîëüêî íåçàâåðøåííûé ÷åðíîâèê. Îäíàêî óæå ìîæíî ñóäèòü, íàñêîëü-
êî îí íóæåí è êàêèõ òðåáóåò èçìåíåíèé.
Îí àäðåñîâàí ñòóäåíòàì, ñëóøàâøèì è íå ñëóøàâøèì ìîè ëåêöèè, ñèäåâøèì è íå
ñèäåâøèì íà ìîèõ ñåìèíàðàõ. ß áóäó èñêðåííå ðàä âñåì, êòî ê íàì ïðèñîåäèíèòñÿ.
Âñå íà÷àëîñü ñ øóòêè. Èäåÿ íàïèñàòü ìèêðîó÷åáíèê ¾

”
Êâàíòû“ çà íî÷ü!¿ áûëà

âñòðå÷åíà àóäèòîðèåé íà óðà. ß ðåøèë ïîïðîáîâàòü. È ïîòåðïåë íåóäà÷ó. ¾Ñïàñà-
òåëüíîãî êðóãà¿ íå ïîëó÷èëîñü.
Çà îáðàçåö áûëà âçÿòà ïîäáîðêà ôîðìóë, êîòîðûå ðàíüøå âêëþ÷àëè â ñáîðíèêè
çàäàíèé. ×òîáû ñäåëàòü èç ñïðàâî÷íèêà ó÷åáíèê, ïðèøëîñü äîáàâèòü ïîÿñíåíèÿ, ðî-
äèâøèåñÿ ïðè ïîäãîòîâêå ëåêöèé è â õîäå çàíÿòèé.
Â ðåçóëüòàòå âîçíèê íåîæèäàííûé ôîðìàò: êîíñïåêò � ñïðàâî÷íèê. Ñâîåãî ðîäà
¾Ðàáî÷àÿ òåòðàäü ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå¿, êîòîðàÿ âñåãäà ïîä ðóêîé. Êîãäà íàäî, åå
ìîæíî ïðîëèñòàòü è íàéòè ôîðìóëó, êîòîðàÿ ãäå-òî óæå âñòðå÷àëàñü.
Åñëè âàì ïîíðàâèòñÿ, åñòü øàíñ, ÷òî óäàëîñü è äðóãîå. Â íî÷ü ïåðåä ýêçàìåíîì áåñ-
ïîëåçíî ÷èòàòü ó÷åáíèêè, íóæåí êîíñïåêò. Æåëàòåëüíî ñâîé. Íåêîòîðûå ñïåöèàëüíî
äåëàþò ïîìåòêè â ó÷åáíèêå1.
ß ïðåäëàãàþ ðàçìåòèòü êîíñïåêò � ñïðàâî÷íèê. Çàòåðòûé è èñ÷åðêàííûé ýêçåìïëÿð
ìîæåò çäîðîâî ñýêîíîìèòü âðåìÿ íà ïîâòîðåíèå.
Åäèíñòâåííîå óñëîâèå � ê íåìó íóæíî ïðèâûêíóòü. Åñëè íàêàíóíå ýêçàìåíà âû
âïåðâûå åãî óâèäåëè, îòëîæèòå. ßñíîñòè íå äîáàâèòñÿ. ¾Íåëüçÿ îáúÿòü íåîáúÿò-
íîå¿, � ó÷èë Êîçüìà Ïðóòêîâ. Äàæå íåäåëüíûé çàðÿä êîôå íå ïîçâîëèò îñâîèòü
ãîäîâîé êóðñ çà íî÷ü.
Ïîñëåäíåå ïðèìåíåíèå � ýòî æåñò îò÷àÿíèÿ:

Ðàñïå÷àòàòü áèñåðíûì øðèôòîì è ñóíóòü â êàðìàí. Çíàíèé ýòî çàâåäîìî íå ïðèáàâèò, íî ÷åì ÷åðò íå øóòèò?

Ê ñîæàëåíèþ, âðåìåíè íå õâàòèëî, è ïðèøëîñü çàêîí÷èòü íà òåîðèè âîçìóùåíèé. Íî
óæå ñåé÷àñ êîíñïåêò îõâàòûâàåò ïî÷òè äâå òðåòè êóðñà è ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçåí.
Âû áóäåòå ïåðâûìè, êòî âûñêàæåò ñâîå ìíåíèå. ß áóäó èñêðåííå áëàãîäàðåí ëþáûì
ñîâåòàì è çàìå÷àíèÿì. Ïðåæäå âñåãî, ñêàæèòå, îïðàâäàí ëè ñæàòûé ôîðìàò, è íóæíî
ëè ïðîäîëæåíèå?
Åñëè äà, òî íàøà ðàáîòà ïðèãîäèòñÿ åùå ìíîãèì è ìíîãèì. Åñëè íåò, òîæå,
. . . íî òîëüêî â êà÷åñòâå øïàðãàëêè.

Óäà÷è âàì, � À.À.

¾Ìàðòîáðÿ 86 ÷èñëà,

Ìåæäó äíåì è íî÷üþ¿

1Ïîðîé â áèáëèîòå÷íîì. . .
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1 Îñíîâíûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû

Äàíû îêðóãëåííûå çíà÷åíèÿ â ãàóññîâîé ñèñòåìå åäèíèö è âî âíåñèñòåìíûõ åäèíèöàõ.
Ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà

~ =
h

2π
= 1.05 · 10−27 ýðã · ñ = 6.58 · 10−16 ýÂ · ñ. (1a)

Ñêîðîñòü ñâåòà
c = 3.00 · 1010 ñì/ñ. (1b)

Çàðÿä ýëåêòðîíà
e = 4.80 · 10−10ÑÃÑÝ. (1c)

Ìàññû ýëåêòðîíà, ïðîòîíà è ìþîíà

me = 9.11 · 10−28 ã = 0.511ÌýÂ/c2; (1d)

mp = 1.67 · 10−24 ã = 0.938ÃýÂ/c2 ≈ 1836me; (1e)

mµ = 1.88 · 10−25 ã = 106ÌýÂ/c2 ≈ 207me. (1f)

Ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû

α =
e2

~c
=

1

137
= 7.30 · 10−3. (1g)
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Õàðàêòåðíûå ðàññòîÿíèÿ: áîðîâñêèé ðàäèóñ (aB), êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû (λc =
α · aB) è êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ (r0 = α2 · aB) ýëåêòðîíà:

aB = ~2/me2 = 0.529 · 10−8 ñì = 0.529�A; (1h)

λc =
λc
2π

=
~
mec

= 3.86 · 10−11 ñì = 3.86 · 10−3�A; (1i)

r0 =
e2

mec2
= 2.82 · 10−13 ñì = 2.82 · 10−5�A. (1j)

Àòîìíàÿ åäèíèöà ýíåðãèè (ýíåðãèÿ Õàðòðè):

1 Eh = 1 Ha = 2 Ry = e2/aB = me4/~2 = 2 · 13.6 ýÂ. (1k)

Ìàãíåòîí Áîðà.

µB =
e~

2mec
= 9.27 · 10−21 ýðã/Ãñ = 5.80 · 10−9 ýÂ/Ãñ. (1l)

Îðáèòàëüíîå ãèðîìàãíèòíîå îòíîøåíèå ýëåêòðîíà γe

~µe = γe~Le, ãäå γe =
e

2mec
=
µB
~

= 8.80ÌÃö/Ãñ. (1m)

Ñïèíîâûé ìàãíèòíûé ìîìåíò ýëåêòðîíà (ge = 2.00 � àíîìàëüíîå ãèðîìàãíèòíîå
îòíîøåíèå)

~µs = ge γe ~S; è äëÿ ïðîåêöèé µe|z =
ge
2
µB sz. (1n)

×àñòîòà ïðåöåññèè îðáèòàëüíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì ïîëå
(÷àñòîòà Ëàðìîðà)

ΩL =
eB

2mec
= γeB. (1o)

Àíîìàëüíûå ãèðîìàãíèòíûå îòíîøåíèÿ ýëåêòðîíà, ìþîíà, ïðîòîíà è íåéòðîíà

γe = 2; γµ = 2; γp = 2 · 2.79; γn = 2 · (−1.91). (1p)

Ýíåðãèÿ êâàíòà ñ äàííîé äëèíîé âîëíû

E(λ) =
hc

λ
=

~c
λ
, ãäå hc = 12.4 êýÂ · �A. (1q)

2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

2.1 Âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ è ëèíåéíûå îïåðàòîðû

2.1.1 Îáùèå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ

Ñâÿçü ìåæäó áðà- è êåò- âåêòîðàìè. Ïóñòü α � êîìïëåêñíîå ÷èñëî.

Åñëè |α · ψ 〉 = α |ψ 〉; òî 〈α · ψ | = α∗ 〈ψ |. (2)
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Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîñòîÿíèé (α, β � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, 〈ψ |, |χ 〉, | η 〉 �
áðà- è êåò-âåêòîðû ñîñòîÿíèé).

〈ψ |χ 〉 = 〈χ |ψ 〉∗ è 〈ψ | (α|χ 〉+ β| η 〉) = α〈ψ |χ 〉+ β〈ψ | η 〉. (3)

Íîðìà ñîñòîÿíèÿ:
||ψ|| =

√
〈ψ |ψ 〉. (4)

Ëèíåéíûå îïåðàòîðû:

Â : |ψ 〉 → | Âψ 〉 è Â : (α|χ 〉+ β| η 〉)→ α| Âχ 〉+ β| Â η 〉. (5)

Êîììóòàòîð [. . . , . . .] è àíòèêîììóòàòîð {. . . , . . .} îïåðàòîðîâ:

[Â, B̂] = Â B̂− B̂ Â è {Â, B̂} = Â B̂ + B̂ Â . (6)

Åäèíè÷íûé îïåðàòîð:

∀|ψ 〉, |χ 〉, 1̂ |ψ 〉 = |ψ 〉 è 〈ψ | 1̂ |χ 〉 = 〈ψ |χ 〉. (7)

Îáðàòíûé îïåðàòîð Â
−1
, (åñëè îí ñóùåñòâóåò):

Â
−1

Â = Â Â
−1

= 1̂ . (8)

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà è åãî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû:

〈A 〉ψ , Aψ ψ = 〈ψ | Â ψ 〉; Aψ χ , 〈ψ | Â χ 〉. (9)

Åñëè ôóíêöèþ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà, òî ôóíêöèÿ îò îïåðàòîðà îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê

f(Â) ,
∞∑
n=0

1

n!
f (n)(0) Â

n
, ãäå f (n) =

dnf

dxn
, è Â

n
= Â · Â · . . . · Â︸ ︷︷ ︸

n ðàç
. (10)

Ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå îïåðàòîðîâ:

〈 Â+ ψ |χ 〉 = 〈ψ | Âχ 〉, ïðè÷åì (Â+)+ = Â, è 〈 Âψ | = 〈ψ | Â+ . (11)

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ:(
A+
)
ψ χ

= 〈ψ | Â+ χ 〉 =
(
〈χ | Âψ 〉

)∗
= (Aχψ)∗ . (12)

Îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì, èëè ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè Â+ = Â. Åãî ìàò-
ðè÷íûå ýëåìåíòû ðàâíû,

〈ψ | Â |χ 〉 , 〈 Âψ |χ 〉 = 〈ψ | Âχ 〉, è 〈ψ | Â |χ 〉 = 〈χ | Â |ψ 〉∗. (13)

Óíèòàðíûìè íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðû, äëÿ êîòîðûõ Ŝ+ = Ŝ
−1
. Òàêèå îïåðàòîðû ñî-

õðàíÿþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

Ŝ+ · Ŝ = Ŝ · Ŝ+ = 1̂, òîãäà 〈 Ŝψ | Ŝχ 〉 = 〈ψ | Ŝ+ · Ŝχ 〉 = 〈ψ |χ 〉. (14)
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2.1.2 Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ è ñïåêòðû îïåðàòîðîâ

Ïóñòü | Â a 〉 = a| a 〉, ãäå a � ÷èñëî. Òîãäà | a 〉 � ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå îïåðàòîðà
Â, è a � ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.
Ñïåêòð îïåðàòîðà � ýòî ìíîæåñòâî åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ñïåêòð ìîæåò
ñîäåðæàòü íåïðåðûâíóþ è äèñêðåòíóþ ÷àñòè C è D.
Íåïðåðûâíàÿ ÷àñòü ìîæåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ: C = ∪iCi.
Îáîáùåíèå δ - ôóíêöèè íà ìíîæåñòâà ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé

δ(a, b) ,


δa b ïðè a, b ∈ D;

δ(a− b) ïðè a, b ∈ C
0 â äðóãèõ ñëó÷àÿõ.

(15)

Íîðìèðîâêà ñîñòîÿíèé â äèñêðåòíîé D è íåïðåðûâíîé C ÷àñòÿõ ñïåêòðà ýðìèòîâà
îïåðàòîðà (îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé)2:

Â | a 〉 = a | a 〉 è Â | b 〉 = b | b 〉; òîãäà 〈 a | b 〉 = δ(a, b). (16)

Ñâåðòêîé ïî a íàçûâàåòñÿ ñóììà ïî âñåì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì a ∈ C ∪D:

A(a)B(a

ñâåðòêà

) ,
∑
a∈D

A(a)B(a) +

∫
a∈C

A(a)B(a) da; δ(a, b)F (b) = F (a). (17)

Óñëîâèå ïîëíîòû3 îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ñîñòîÿíèé | a 〉:

1̂ = | a 〉〈 a | =
∑
a∈D

| a 〉〈 a |+
∫
a∈C
| a 〉〈 a | da. (18)

Ïîëíîòà ñèñòåìû ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïî áàçèñó ìîæíî ðàçëîæèòü ïðîèçâîëüíûé âåê-
òîð. Ïîñêîëüêó ïðîåêöèÿ |ψ 〉 íà ñîñòîÿíèå 〈 a | ðàâíà 〈 a |ψ 〉,

|ψ 〉 = | a 〉〈 a |ψ 〉. (19)

Ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà V̂ ïî ïîëíîìó îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó:

V̂ = | a 〉〈 a
1̂

| V̂ | b 〉〈 b
1̂

|,= | a 〉 V̂a b〈 b |, ãäå a, b ∈ C ∪D. (20)

Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè îò îïåðàòîðà ïî åãî ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèÿì:

f(Â) = | a 〉 f(a) 〈 a |, ãäå Â | a 〉 = a | a 〉, a ∈ C ∪D. (21)

2.1.3 Íåçàâèñèìûå ñîñòîÿíèÿ

Íåçàâèñèìûå ñîñòîÿíèÿ � ýòî ñîñòîÿíèÿ íå âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé ñè-
ñòåì, ëèáî ñîñòîÿíèÿ îäíîé è òîé æå ñèñòåìû â íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòàõ. Ïðè
âû÷èñëåíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ñðåäíèõ, ïîëíûõ âåðîÿòíîñòåé, âðåìåí æèçíè è äðó-
ãèõ âåëè÷èí áûâàåò íåîáõîäèìî íàéòè âêëàä íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìûõ ñîñòîÿíèé.
Àìïëèòóäû òàêèõ ñîñòîÿíèé íå èíòåðôåðèðóþò, ïîýòîìó èõ âêëàäû âû÷èñëÿþò ïî
îòäåëüíîñòè, à çàòåì âûïîëíÿþò ñóììèðîâàíèå, óñðåäíåíèå è ò. ï.

2Ñîñòîÿíèÿ â C è D îòëè÷àþòñÿ ïî ðàçìåðíîñòè. Èíòåãðàë ïî C êîìïåíñèðóåò ýòî ðàçëè÷èå.
3Ñîãëàñîâàííîå ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè (16).
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2.1.4 Íåïðåðûâíûé ïðåäåë è ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé

Èíîãäà, åñëè äèñêðåòíûé ñïåêòð äîñòàòî÷íî ÷àñòûé, â âû÷èñëåíèÿõ óäîáíî ïðèáëè-
çèòü ñóììû èíòåãðàëàìè. Òàêîé ñïåêòð íàçûâàþò êâàçèíåïðåðûâíûì.
Ïóñòü â îáëàñòèM ⊂ D ôóíêöèÿ f(a) ìåíÿåòñÿ íå ñëèøêîì áûñòðî. Òîãäà â ñóììàõ
ïî ñîñòîÿíèÿì a ∈M ìîæíî ïåðåéòè ê íåïðåðûâíîìó ïðåäåëó:∑

a∈M

f(a) ≈
∫
M

f(a) ρ(a) da. (22)

Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ρ(a) îïðåäåëÿåò ÷èñëî ñîñòîÿíèé (÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé) â èíòåðâàëå (a, a+ da):

dN(a, a+ da) = ρ(a) da, ãäå, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, dN � 1. (23)

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â îòëè÷èå îò ñâåðòêè çäåñü ñóììèðîâàíèå ìîæåò èäòè íå ïî
âñåìó ñïåêòðó. Êðîìå òîãî, â èíòåãðàëå íóæíî ó÷èòûâàòü ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé.

2.2 Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé

Äèñïåðñèÿ (ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå) âåëè÷èíû äëÿ ñîñòîÿíèÿ |ψ 〉:

〈 (∆V )2 〉ψ = 〈ψ |
(

V̂−〈V 〉ψ
)2
|ψ 〉 = 〈V 2 〉ψ − 〈V 〉2ψ. (24)

Ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòåé Ãåéçåíáåðãà. Åñëè [Â, B̂] = i Ĉ 6= 0, òî ∀|ψ 〉,

〈 (∆A)2 〉ψ〈 (∆B)2 〉ψ >
1

4
〈C 〉2ψ. (25a)

Â ÷àñòíîñòè, êîîðäèíàòà è èìïóëüñ íå êîììóòèðóþò, [p̂i, x̂j] = −i~ δij, ïîýòîìó ∀|ψ 〉

〈 (∆pi)2 〉ψ〈 (∆xj)2 〉ψ >
~2

4
δij. (25b)

2.3 Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, âåðîÿòíîñòè è ñðåäíèå

2.3.1 Îáùèé ñëó÷àé

Ïóñòü ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ | a 〉 ýðìèòîâà îïåðàòîðà Â îáðàçóþò ïîëíûé áàçèñ.
Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ(a) ñîñòîÿíèÿ |ψ 〉 â a-ïðåäñòàâëåíèè îïðåäåëåíà íà ñïåêòðå Â.
Ñâÿçü ñîñòîÿíèÿ ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé, ñì. (19):

ψ(a) = 〈 a |ψ 〉 è ψ∗(a) = 〈ψ | a 〉, ïðè÷åì a ∈ C ∪D. (26)

Âåðîÿòíîñòè íàáëþäåíèÿ çíà÷åíèÿ a ∈ D èëè çíà÷åíèé â èíòåðâàëå (a, a+ da) ⊂ C,
äëÿ ñîñòîÿíèÿ |ψ 〉 ðàâíû

W (a) = |ψ(a)|2, äëÿ a ∈ D; (27a)

dW (a, a+ da) = |ψ(a)|2 da, äëÿ a ∈ C. (27b)
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Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ(a) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå |ψ 〉, ñì. (17):

|ψ 〉 = | a 〉〈 a
1̂

|ψ 〉 = | a 〉ψ(a) è 〈ψ | = 〈ψ | a 〉〈 a
1̂

| = ψ∗(a)〈 a |. (28)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîñòîÿíèé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âîëíîâûå ôóíêöèè,

〈ψ |χ 〉 = 〈ψ | a 〉〈 a
a

|χ 〉 = ψ∗(a)χ(a). (29)

Äåéñòâèå îïåðàòîðà íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ â a-ïðåäñòàâëåíèè:

V̂ψ(a) , 〈 a | V̂ψ 〉 = 〈 a | V̂ | ã 〉 〈 ã
1̂

|ψ 〉 = 〈 a | V̂ | ã 〉ψ(ã). (30)

Ñðåäíåå îò îïåðàòîðà äëÿ ñîñòîÿíèÿ, çàäàííîãî âîëíîâîé ôóíêöèåé:

〈V 〉ψ = 〈ψ | V̂ψ 〉 = 〈ψ | a 〉〈 a
1̂

| V̂ψ 〉 = ψ∗(a) V̂ψ(a). (31)

2.3.2 Äèñêðåòíûé ñïåêòð: ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

Åñëè ñèñòåìà èìååò òîëüêî äèñêðåòíûé ñïåêòð, C = ∅, ñâåðòêè ïðåâðàùàþòñÿ â ñóì-
ìû. Âîëíîâûå ôóíêöèè êåò-âåêòîðîâ ñòàíîâÿòñÿ (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íûìè) âåêòîð-
ñòîëáöàìè:

|ψ 〉 → ψ =

 ψ1

ψ2

...

 ; ψi = 〈 i |ψ 〉, ãäå | i 〉 � i-å ñîñòîÿíèå. (32a)

Áðà-âåêòîðàì ñîîòâåòñòâóþò ýðìèòîâî-ñîïðÿæåííûå âåêòîð-ñòðîêè:

〈ψ | → ψ† = (ψ∗1, ψ
∗
2, . . .) , ãäå ψ∗i = 〈ψ | i 〉. (32b)

Îáðàòíûé ïåðåõîä (ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì èäåò ñóììèðîâàíèå):

〈ψ | = ψ∗i 〈 i |; |ψ 〉 = | i 〉ψi; 〈ψ |χ 〉 = ψ†χ = ψ∗i χ
i. (32c)

Îïåðàòîðàì ñîîòâåòñòâóþò ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðà-
òîðà V̂ (îòñþäà íàçâàíèå):

V̂→ V =

 V 1
1 V 1

2 . . .
V 2
1 V 2

2 . . .
...

...
. . .

 , ãäå V i
k = 〈 i | V̂ · k 〉. (33)

Ìàòðèöû äåéñòâóþò íà âåêòîð-ñòîëáöû ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì:

(Vψ)i = V i
kψ

k è 〈ψ | V̂ χ 〉 = ψ†Vχ = ψ∗i V
i
kχ

k. (34)

Ìàòðèöà ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö:

Â B̂→ AB =

 A1
iB

i
1 A1

iB
i
2 . . .

A2
iB

i
1 A2

iB
i
2 . . .

...
...

. . .

 . (35)
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2.3.3 Íåïðåðûâíûé ñïåêòð: èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû (∗)

Åñëè, íàïðîòèâ, îïåðàòîð Â èìååò òîëüêî íåïðåðûâíûé ñïåêòð, D = ∅, òî ñâåðòêó
ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê èíòåãðèðîâàíèå (ñì. (26), (29)):

〈ψ |χ 〉 = 〈ψ | a 〉〈 a
1̂

|χ 〉 = ψ∗(a)χ(a) =

∫
C

daψ∗(a)χ(a). (36)

Ïðè ýòîì ðîëü ìàòðèö ïåðåõîäèò ê èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðàì � �ìàòðèöàì ñ íåïðå-
ðûâíûìè èíäåêñàìè�.
Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð V̂ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ÿäðîì V(a, b). Îí äåéñòâóåò íà ôóíê-
öèè ñëåäóþùèì îáðàçîì, ñì. (29):

∀f(a), (V̂ f)(a) = V(a, b) f(b

b

) =

∫
C

dbV(a, b) f(b), ãäå V(a, b) = 〈 a | V̂ · b 〉. (37)

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðîâ ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè

Vψχ = 〈ψ | V̂ χ 〉 = ψ∗(a)V(a

a

, b)χ(b

b

) =

∫
C

da db ψ∗(a)V(a, b)χ(b). (38)

Ïðèìåð: Ê ñ÷àñòüþ, èíîãäà îïåðàòîðû �çàáûâàþò� îá èíòåãðàëüíîì õàðàêòå-
ðå. Èíòåãðàëüíûå ÿäðà îïåðàòîðîâ x̂ è p̂ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè âûãëÿäÿò
íåîáû÷íî:

X (x, y) = xδ(x− y), (x̂ψ)(x) =

∫ ∞
−∞

dyX (x, y)ψ(y); (39a)

P(x, y) = −i~δ′(x− y), (p̂ψ)(x) =

∫ ∞
−∞

dyP(x, y)ψ(y). (39b)

Îäíàêî íà âîëíîâûå ôóíêöèè îíè äåéñòâóþò ïðèâû÷íûì îáðàçîì, ñì. ðàçäåë 3.3:

(x̂ψ)(x) =

∫ ∞
−∞

dy xδ(x− y)ψ(y) = xψ(x). (40a)

(p̂ψ)(x) = −i~
∫ ∞
−∞

dy δ′(x− y)ψ(y) = −i~ψ′(x). (40b)

2.3.4 Ïðåîáðàçîâàíèå âîëíîâûõ ôóíêöèé íåïðåðûâíîé ïåðåìåííîé

Ïóñòü äâå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ñâÿçàíû ôîðìóëîé b = f(a) (íàïðèìåð êèíåòè÷åñêàÿ

ýíåðãèÿ T = p2

2m
îäíîçíà÷íî çàâèñèò îò èìïóëüñà). Ïåðåõîä èç a- â b-ïðåäñòàâëåíèå

ñîõðàíÿåò âåðîÿòíîñòü. Ïîýòîìó ñîãëàñíî (27) â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå (ò. å. êîãäà
a ∈ Ca è b ∈ Cb):

dW = |ψ(a)|2 |da| = |ψ(b)|2 |db|, ïðè÷åì db = f ′(a) da. (41)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ψ(a) ïðè ïåðåîïðåäåëåíèè íåïðåðûâíîé ïåðåìåí-
íîé:

ψ(b) =
1√
|f ′(a)|

ψ(a). (42)

10



ab
rik

o@
dr

af
t

2.3.5 Îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè, ÷åòíîñòü

Îïåðàòîð èíâåðñèè Î (èëè P̂) èçìåíÿåò êîìïîíåíòû ðàäèóñ � âåêòîðà (êîîðäèíàòû
òî÷êè) íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Ïðè ýòîì ÷àñòü âåêòîðîâ (èñòèííûå, èëè ïîëÿðíûå)
òàêæå ìåíÿåò çíàê4.
Äåéñòâèå Î íà ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ îïåðàòîðîâ êîîðäèíàòû r̂, èìïóëüñà p̂ è ïðî-
èçâîëüíîãî èñòèííî âåêòîðíîãî îïåðàòîðà ĝ:

Î | r 〉 = | − r 〉, Î |p 〉 = | − p 〉, Î |g 〉 = | − g 〉. (43a)

Äåéñòâèå Î íà âîëíîâûå ôóíêöèè â r-, p- è g-ïðåäñòàâëåíèÿõ:

Îψ(x) = ψ(−x); Îψ(p) = ψ(−p); Îψ(g) = ψ(−g); (43b)

Ñâîéñòâà îïåðàòîðà èíâåðñèè:

Î 2 = 1̂; {Î, r̂} = Î r̂+ r̂ Î = 0; è {Î, p̂} = 0; {Î, ĝ} = 0. (44)

Èç Î 2 = 1̂ ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà èíâåðñèè (÷åòíîñòü ñîñòîÿíèÿ)
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ P1, 2 = ±1.

3 Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

3.1 Îáùèé ñëó÷àé

3.1.1 Çàâèñèìîñòü ñîñòîÿíèé îò âðåìåíè

Ýâîëþöèÿ ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà

i~
∂

∂t
|ψ(t) 〉 = Ĥ(t)|ψ(t) 〉 îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî − i~ ∂

∂t
〈ψ(t) | = 〈ψ(t) | Ĥ(t). (45)

Ðàçëîæåíèå ñîñòîÿíèé ïî íå çàâèñÿùåìó îò âðåìåíè áàçèñó | a 〉 äàåò óðàâíåíèå Øðå-
äèíãåðà äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé, ñì. (26),

i~
∂

∂t
〈 a |ψ(t) 〉 = 〈 a | Ĥ(t)|ψ(t) 〉, è i~

∂

∂t
ψ(a, t) = Ĥ(t)ψ(a, t). (46a)

−i~ ∂
∂t
〈ψ(t) | a 〉 = 〈ψ(t) | Ĥ(t)| a 〉, è −i~ ∂

∂t
ψ∗(a, t) =

(
Ĥ(t)ψ(a, t)

)∗
. (46b)

3.1.2 Çàâèñèìîñòü ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí îò âðåìåíè

Îïåðàòîð ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû ˆ̇A, îïðåäåëåíèå è âèä:

d

dt
〈A(t) 〉ψ , 〈 ˆ̇A(t) 〉ψ, ãäå ˆ̇A(t) =

∂Â(t)

∂t
+
i

~
[Ĥ, Â(t)]. (47)

4 Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîëÿðíûõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ àêñèàëüíûì âåêòîðîì (ïñåâäîâåêòîðîì),
òî åñòü íå èçìåíÿåòñÿ ïðè èíâåðñèè.
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3.1.3 Îïåðàòîð ýâîëþöèè

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ëèíåéíî çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, è ìîãóò
áûòü âûðàæåíû ÷åðåç îïåðàòîð ýâîëþöèè Ŝ:

|ψ(t) 〉 = Ŝ(t, t0) |ψ(t0) 〉 è 〈ψ(t) | = 〈ψ(t0) | Ŝ+(t, t0). (48)

Îí óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì:

i~
∂

∂t
Ŝ(t, t′) = Ĥ(t) Ŝ(t, t′), i~

∂

∂t′
Ŝ(t, t′) = − Ŝ(t, t′) Ĥ(t′). (49)

(∗) Èç (48) ñëåäóåò çàêîí ýâîëþöèè âîëíîâîé ôóíêöèè â a-ïðåäñòàâëåíèè:

ψ(a, t) = 〈 a | Ŝ(t, t0)| a′ 〉〈 a′ |ψ(t0) 〉 = S(a, t; a′, t0)ψ(a′, t0). (50)

3.2 Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, Ĥ = const

Ïðè Ĥ = const ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ è ñîáñòâåííûå ÷èñëà Ãàìèëüòîíèàíà íå çàâèñÿò
îò âðåìåíè. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà:

Ĥ |ψE 〉 = E|ψE 〉, è 〈ψE | Ĥ = E〈ψE |. (51)

Îïåðàòîð ýâîëþöèè ïðè Ĥ = const:

Ŝ(t, t0) = exp

(
− i
~

Ĥ(t− t0)
)
, ïðè÷åì ∀τ, Ŝ(t, τ) Ŝ(τ, t0) = Ŝ(t, t0). (52)

(∗) Â ñèëó (49) ïîñëåäíåå âåðíî ïðè Ĥ 6= const.
Åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ÷èñòîå (ñîáñòâåííîå), |ψ(t0) 〉 = |ψE 〉, òî

|ψE(t) 〉 = Ŝ(t, t0) |ψE(t0) 〉 = exp−iE(t− t0)
~

|ψE 〉;

〈ψE(t) | = 〈ψ(t0) | Ŝ+(t, t0) = 〈ψE | exp
iE(t− t0)

~
.

Åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñìåøàííîå, |ψ(t0) 〉 = c(E) |ψE 〉, òî

|ψ(t) 〉 = c(E) exp−iE(t− t0)
~

|ψE 〉,

〈ψ(t) | = c∗(E) exp
iE(t− t0)

~
〈ψE |

3.3 Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå

Îïåðàòîðû êîîðäèíàòû è èìïóëüñà (ñðàâíèòå ñ (40)):

x̂ = x è p̂ = −i~∇; ïðè÷åì [p̂j, x̂k] = −i~δjk. (53)
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Ãàìèëüòîíèàí è óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ÷àñòèöû (U � ïîòåíöèàë).

Ĥ =
p̂2

2m
+ U(x, t), i~

d

dt
ψ(x, t) = −~2∆

2m
ψ(x, t) + U(x, t)ψ(x, t). (54)

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñ èìïóëüñîì p (â d � ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå):

ψp(x) = 〈x |p 〉 =
eipx/~

(2π~)
d
2

. (55)

Ñâÿçü âîëíîâûõ ôóíêöèé ÷àñòèöû â x- è p-ïðåäñòàâëåíèÿõ:

ψ(x, t) = 〈x |ψ(t) 〉 = 〈x | p 〉〈p∫∫∫
d3p

|ψ(t) 〉 =

∫∫∫
R3

p

eipx/~ψ(p, t)
d3p

(2π~)3/2
; (56a)

ψ(p, t) = 〈p |ψ(t) 〉 = 〈p | x 〉〈x∫∫∫
d3x

|ψ(t) 〉 =

∫∫∫
R3

x

e−ipx/~ψ(x, t)
d3x

(2π~)3/2
. (56b)

3.3.1 Îïåðàòîðû ñäâèãîâ â êîîðäèíàòíîì è èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâàõ

Îïåðàòîðû òðàíñëÿöèè T̂a è áóñòà B̂q ñäâèãàþò ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû, êàê öåëîå, â
êîîðäèíàòíîì èëè èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïåðâûé îòâå÷àåò ñäâèãó íà÷àëà îòñ÷åòà
íà âåêòîð −a, à âòîðîé � ïåðåõîäó â ñèñòåìó, äâèæóùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ v = − q

m
.

Íà ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðîâ x̂ è p̂ îíè äåéñòâóþò òàê:

| T̂a ·x 〉 = |x + a 〉; è | B̂q ·p 〉 = |p + q 〉. (57)

Îïåðàòîðû ñäâèãîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îïåðàòîðû èìïóëüñà è êîîðäèíàòû x̂ è p̂:

T̂a = exp− i
~

(a, p̂), è B̂q = exp
i

~
(q, x̂); (58)

Ýòè îïåðàòîðû íå ýðìèòîâû, îäíàêî óíèòàðíû, ïîñêîëüêó T̂+
a = T̂−a è B̂+

q = B̂−q.
Íà âîëíîâûå ôóíêöèè â x- è p-ïðåäñòàâëåíèÿõ îíè äåéñòâóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T̂a ψ(x) , 〈x | T̂a ·ψ 〉 = 〈 T̂+
a ·x |ψ 〉 = 〈x− a |ψ 〉 = ψ(x− a); (59a)

B̂q ψ(p) , 〈p | B̂q ·ψ 〉 = 〈 B̂+
q ·p |ψ 〉 = 〈p− q |ψ 〉 = ψ(p− q). (59b)

3.3.2 Òåîðåìà Ýðåíôåñòà

Ïðèìåíèì ôîðìóëó (47) ê îïåðàòîðàì êîîðäèíàòû è èìïóëüñà îòäåëüíîé ÷àñòèöû:

ˆ̇x =
i

~

[
p̂ 2

2m
, x

]
=

p̂

m
; (60a)

ˆ̇p =
i

~
[U(x, t), p̂] = −∇U(x, t). (60b)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî â êâàíòîâîé ìåõàíèêå äëÿ ñðåäíèõ âåðíû óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà:

d

dt
〈p 〉 = −〈∇U(x, t) 〉, è

d

dt
〈x 〉 =

1

m
〈p 〉. (61)
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3.3.3 Ñîõðàíåíèå âåðîÿòíîñòåé

Ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü êâàíòîâóþ ñèñòåìó îïðåäåëÿåòñÿ íîðìîé ñîñòîÿíèÿ,
W = ||ψ||2 = 〈ψ |ψ 〉. Äëÿ èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû W = const.
Îïåðàòîð ýâîëþöèè (48) óíèòàðíûé, òî åñòü Ŝ Ŝ+ = Ŝ+ Ŝ = 1̂. Ýòî ãàðàíòèðóåò
ñîõðàíåíèå âåðîÿòíîñòè â êâàíòîâîé ìåõàíèêå:

W (t) = 〈ψ(t) |ψ(t) 〉 = 〈ψ(t0) | Ŝ+(t, t0) Ŝ(t, t0) |ψ(t0) 〉 = 〈ψ(t0) |ψ(t0) 〉. (62)

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîõðàíåíèå âåðîÿòíîñòè âûðàæàåòñÿ óðàâíåíèåì
íåïðåðûâíîñòè:

∂ρ(x, t)

∂t
+ div j(x, t) = 0. (63)

Ãäå ïðîñòðàíñòâåííûå ïëîòíîñòü è ïîòîê âåðîÿòíîñòè îïðåäåëåíû òàê:

ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2, (64a)

j(x, t) = − i~
2m

[ψ∗(x, t)∇ψ(x, t)− ψ(x, t)∇ψ∗(x, t)] . (64b)

3.4 Ïðåäñòàâëåíèå Ãåéçåíáåðãà

Ïðåäñòàâëåíèå Ãåéçåíáåðãà (. . .H) îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäñòàâëåíèÿ Øðåäèíãåðà (. . .S)
òåì, ÷òî â Ãåéçåíáåðãîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè ñîñòîÿíèÿ íå çàâèñÿò îò âðåìåíè5. Çàòî,
êàê íàáëþäàåìûå â êëàññèêå, çàâèñÿò îò âðåìåíè îïåðàòîðû.
Ñâÿçü ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè îïðåäåëÿåò îïåðàòîð ýâîëþöèè (ðàçäåë 3.1.3)

|ψ(t) 〉H = |ψ(t0) 〉S = const. (65a)

ÂH(t) = Ŝ+(t, t0) ÂS(t) Ŝ(t, t0), (65b)

Çàâèñèìîñòü Ãåéçåíáåðãîâñêèõ îïåðàòîðîâ îò âðåìåíè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (ñðàâ-
íèòå ñ ñîîòíîøåíèåì (47), âûâåäåííûì â ïðåäñòàâëåíèè Øðåäèíãåðà):

d ÂH(t)

dt
=
∂ÂH(t)

∂t
+
i

~
[ĤH(t), ÂH(t)], ãäå ÂH(t0) = ÂS(t0). (66)

Â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå ýòî ðàâåíñòâî ïåðåõîäèò â èçâåñòíûé â ìåõàíèêå çàêîí èç-
ìåíåíèÿ âåëè÷èíû A(p, q, t):

dA(p, q, t)

dt
=
∂A(p, q, t)

∂t
+ {H(p, q, t), A(p, q, t)} . (67)

Çäåñü {. . . , . . .} � ñêîáêè Ïóàññîíà.

4 Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

Ãàìèëüòîíèàí è îáåçðàçìåðåííûå îïåðàòîðû äëèíû è èìïóëüñà:

Ĥ =
p̂2

2m
+
mω2 x̂2

2
=

~ω
2

(
P̂
2

2
+

Q̂
2

2

)
, ãäå P̂ = p̂ /p0 è Q̂ = x̂ /x0. (68)

5Äâà ïðåäñòàâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû è äàþò îäèíàêîâûå ïðåäñêàçàíèÿ, ïðè÷åì êàæäîå èìååò ñâîè
ïðåèìóùåñòâà.
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Îñöèëëÿòîðíûå åäèíèöû � õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû äëèíû è èìïóëüñà:

x0 =

√
~
mω

, è p0 =
√
~mω; x0 · p0 = ~. (69)

Ïîñêîëüêó U(±∞) =∞, ñïåêòð äèñêðåòíûé. Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà
| n 〉 è èõ ýíåðãèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íîìåðîì óðîâíÿ n = 0, 1, . . .

Ĥ | n 〉 = ~ω
(

n̂ +
1

2

)
| n 〉 = ~ω

(
n+

1

2

)
| n 〉, ïðè÷åì 〈m | n 〉 = δmn. (70)

Ïîâûøàþùèé è ïîíèæàþùèé îïåðàòîðû â+, â:

â =
1√
2

(Q̂ +i P̂), â+ =
1√
2

(Q̂−i P̂), ïðè÷åì [â+, â] = 1. (71)

Îïåðàòîð íîìåðà óðîâíÿ n̂ = â+ â è åãî êîììóòàöèîííûå ñâîéñòâà:

n̂ | n 〉 = n| n 〉; [n̂, â] = − â, [n̂, â+] = â+ . (72)

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïîâûøàþùåãî è ïîíèæàþùåãî îïåðàòîðîâ,

〈m | â · n 〉 = δmn−1
√
n è 〈m | â+ · n 〉 = δmn+1

√
n+ 1. (73)

Ïîíèæàþùèé îïåðàòîð ¾óíè÷òîæàåò¿ îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, | â · 0 〉 = 0. Ïîýòîìó âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ â Q-ïðåäñòàâëåíèè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

âψ0(Q) =
1√
2

(
Q+

d

dQ

)
ψ0(Q) = 0, îòêóäà ψ0(Q) ∝ e−Q

2/2. (74)

Âîëíîâûå ôóíêöèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîëèíîìû Ýðìèòà Hn(Q):

ψn(Q) = 〈Q | n 〉 = (2nn!
√
π)−1/2Hn(Q) e−Q

2/2, (75)

ãäå

Hn(Q) = (−1)neQ
2 dn

dxn
e−Q

2

; H0(Q) = 1, H1(Q) = 2Q, . . . (76)

Ãàìèëüòîíèàí êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì èíâåðñèè,
[
Ĥ, Î

]
= 0; ñîñòîÿíèÿ è âîëíîâûå

ôóíêöèè èìåþò îïðåäåëåííóþ ÷åòíîñòü:

Î | n 〉 = (−1)n| n 〉, è Îψn(Q) = (−1)nψn(Q). (77)

5 Îðáèòàëüíûé ìîìåíò

5.1 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ

Îïåðàòîð óãëîâîãî ìîìåíòà ÷àñòèöû:

L̂ = [r̂× p̂] = ~ · l̂; èëè, â x-ïðåäñòàâëåíèè, l̂j = −iεjkl rk ∂l. (78)
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Îñíîâíûå êîììóòàòîðû:[̂
l
2
, l̂
]

= 0;
[̂
li, l̂j

]
= iεijk l̂k;

[̂
li, x̂j

]
= iεijk x̂k;

[̂
li, p̂j

]
= iεijk p̂k . (79)

Ïîëíûé íàáîð âêëþ÷àåò äâå îäíîâðåìåííî èçìåðèìûå âåëè÷èíû: l2 èm = lz. Ïîëíûé
íàáîð ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé îïåðàòîðîâ ìîìåíòà l̂ 2 è l̂z:{

l̂2| l, m 〉 = l(l + 1)| l, m 〉, ãäå l = 0, 1, . . .

l̂z | l, m 〉 = m| l, m 〉, è m = 0, ±1, . . . , ±l.
(80a)

Îïåðàòîð l̂ � àêñèàëüíûé âåêòîð (ñì. ñíîñêó íà ñòð. 11), ò. å. [̂l, Î] = 0. ×åòíîñòü
ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé çàâèñèò îò âåëè÷èíû l:

Î | l, m 〉 = (−1)l| l, m 〉. (81)

Ïîâûøàþùèé è ïîíèæàþùèé îïåðàòîðû: l̂± = l̂x±i l̂y;

l̂x =
1

2
(̂l+ + l̂−), è l̂y =

1

2i
(̂l+− l̂−); (82a)

l̂
2

= l̂
2

z + l̂∓ l̂±± l̂z = l̂
2

z +
l̂+ l̂+ + l̂− l̂+

2
. (82b)

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ:[̂
lz, l̂±

]
= ± l̂±;

[̂
l+, l̂−

]
= 2 l̂z; l̂+ = (̂l−)+. (83)

5.2 Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðîâ ìîìåíòà

Ñîñòîÿíèÿ | l, m 〉 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ îïåðàòîðîâ l̂
2
è l̂z; ïîâûøàþùèé è

ïîíèæàþùèé îïåðàòîð l̂± èçìåíÿþò çíà÷åíèå m íà åäèíèöó: l̂± | l, m 〉 ∝ | l, m± 1 〉.

〈 l′, m′ | l̂
2
| l, m 〉 = l(l + 1)δl′, l δm,m′ ; (84a)

〈 l′, m′ | l̂z | l, m 〉 = mδl′, l δm,m′ ; (84b)

〈 l′, m′ | l̂+ | l, m 〉 =
√
l(l + 1)−m(m+ 1) δl′, l δm′,m+1; (84c)

〈 l′, m′ | l̂− | l, m 〉 =
√
l(l + 1)−m(m− 1) δl′, l δm′,m−1. (84d)

5.3 Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè

Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Y
(m)
l (θ, ϕ) = 〈 θ, ϕ | l, m 〉 � ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîáñòâåííûõ

ñîñòîÿíèé îïåðàòîðîâ l̂
2
, l̂z â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

6. Îíè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííû-
ìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðîâ (çäåñü r = (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ)):

l̂
2

Sph = − 1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
− 1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
; l̂

Sph

z = −i ∂
∂ϕ

. (85a)

l̂
2

Sph Y
(m)
l (θ, ϕ) = l(l + 1)Y

(m)
l (θ, ϕ); l̂

Sph

z Y
(m)
l (θ, ϕ) = mY

(m)
l (θ, ϕ). (85b)

×åòíîñòü ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì l, ñì. (81):

ÎY
(m)
l (θ, ϕ) = Y

(m)
l (−n) = (−1)l Y

(m)
l (θ, ϕ), ãäå n = r

r
. (86)

6Îïðåäåëåíèÿ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ðàçíûõ èñòî÷íèêàõ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ çíàêàìè èëè ôàçî-
âûìè ìíîæèòåëÿìè.
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5.3.1 Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè äëÿ l = 0, 1.

Óãëîâûå çàâèñèìîñòè côåðè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàçäåëÿþòñÿ: Y
(m)
l (θ, ϕ) = eimϕ Θ

(m)
l (θ).

Ïðè l = 0, 1, ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè ðàâíû:

Y
(0)
0 =

1√
4π
, Y

(0)
1 =

√
3

4π
cos θ, Y

(±1)
1 = ±

√
3

8π
sin θ e±iϕ. (87)

5.3.2 Ïîñòðîåíèå ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé (∗)

Ñîîòíîøåíèÿ (84) ïîçâîëÿþò íàéòè ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè äëÿ ëþáûõ l è m Âíà÷àëå
íóæíî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íóþ ñîîòíîøåíèþ (74) äëÿ ãàðìîíè÷å-
ñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ïîñêîëüêó l̂− | l, −l 〉 = 0, â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèÿ

Y
(−l)
l (θ, ϕ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì:

l̂
Sph

− Y
(−l)
l (θ, ϕ) = −e−iϕ

(
∂

∂θ
− i cot θ

∂

∂ϕ

)
Y

(−l)
l (θ, ϕ) = 0; (88a)

l̂
Sph

z Y
(−l)
l (θ, ϕ) = −i ∂

∂ϕ
Y

(−l)
l (θ, ϕ) = −l Y (−l)

l (θ, ϕ). (88b)

Äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíî äåéñòâóÿ îïåðàòîðîì l̂
Sph

+ = eiϕ (∂θ + i cot θ ∂ϕ), ïîëó÷àåì
ôóíêöèè äëÿ äðóãèõ m.

5.4 Îïåðàòîð êîíå÷íûõ âðàùåíèé

Ýòîò îïåðàòîð îòâå÷àåò çà èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé è âñåõ íàáëþäàåìûõ âåêòîðíûõ è
òåíçîðíûõ âåëè÷èí ïðè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïîâîðîòàõ ñèñòåìû. Îí î÷åíü ïîõîæ íà
îïåðàòîðû ñäâèãà è áóñòà èç ðàçäåëà 3.3.1.
Îïåðàòîð R̂n(α) ïîâîðîòà âîêðóã îñè n íà óãîë α ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç îïåðàòîð
óãëîâîãî ìîìåíòà l̂. Òàê æå êàê îïåðàòîðû ñäâèãîâ, îí íå ýðìèòîâ:

R̂n(α) = exp−iα(n, l̂), ïðè÷åì R̂+
n(α) = R̂n(−α). (89)

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîð ïîâîðîòà âîêðóã îñè z äåéñòâóåò íà âîëíî-
âóþ ôóíêöèþ òàê:

R̂0z(α)ψ(ϕ) = 〈ϕ | R̂0z(α) · ψ 〉 = 〈 R̂+
0z(α) · ϕ |ψ 〉 = 〈ϕ− α |ψ 〉 = ψ(ϕ− α). (90)

6 Òåîðèÿ ñïèíà Ïàóëè

6.1 Ìàòðèöû Ïàóëè

Ìàòðèöû Ïàóëè è åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 1:

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
, 1 =

(
1 0
0 1

)
. (91)

Ïðîèçâåäåíèå, êîììóòàòîð è àíòèêîììóòàòîð ìàòðèö Ïàóëè:

σiσj = δij · 1 + i εijk σk; [σi, σj] = 2i εijk σk; {σi, σj} = 2δij · 1. (92)
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Ôîðìóëà Ýéëåðà äëÿ ìàòðèö Ïàóëè (n � åäèíè÷íûé âåêòîð):

exp(i ϕ (n, σ)) = cosϕ · 1 + i sinϕ · (n, σ). (93)

Ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ ìàòðèö Ïàóëè. Äëÿ ëþáûõ a, b,

1

2
trσaσb = δab è

1

2
tr1 · σa = 0; î÷åâèäíî, ÷òî

1

2
tr1 = 1. (94)

6.2 Îïåðàòîð ñïèíà

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ ñïèíà òàêèå æå, êàê äëÿ îïåðàòîðîâ
óãëîâîãî ìîìåíòà: [

Ŝi, Ŝj

]
= iεijk Ŝk, è

[
Ŝ
2
, Ŝi

]
= 0. (95)

Ïîëíûé íàáîð êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ ñîñòîèò èç Ŝz è Ŝ
2
Èõ ñîáñòâåííûå ÷èñëà

ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî ±1
2
~ è 3

4
~2.

Îáùèå ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ îïåðàòîðîâ Ŝz, Ŝ
2
äëÿ sz = ±1

2
îáîçíà÷àþòñÿ

| 1
2
〉 = |+ 〉 = | ↑ 〉 è | − 1

2
〉 = | − 〉 = | ↓ 〉, ïðè÷åì 〈α | β 〉 = δαβ. (96)

Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà ñïèíà (σ = (σx, σy, σz)):

Ŝ = ~ · ŝ =
~
2
· σ, ïðè÷åì Ŝ

2
=

3 ~2

4
· 1. (97)

Ñïèíîâûå ôóíêöèè (ñïèíîðû):

χ+1/2 =

(
1
0

)
= α, äëÿ sz =

1

2
; (98a)

χ−1/2 =

(
0
1

)
= β, äëÿ sz = −1

2
. (98b)

Âåêòîð ïîëÿðèçàöèè (íàïðàâëåíèå ñïèíà)

P = 〈P〉χ = 〈χ |σ|χ 〉; ïðè÷åì ∀〈χ |, P2 = 1. (99)

Îïåðàòîð êîíå÷íûõ âðàùåíèé R̂
Spin

n (α), äåéñòâóÿ íà ñîñòîÿíèå |χ 〉, ïîâîðà÷èâàåò
âåêòîð ïîëÿðèçàöèè âîêðóã íàïðàâëåíèÿ n íà óãîë α. Ôîðìóëà àíàëîãè÷íà (89):

R̂
Spin

n (α) = exp(−i α (n, ŝ)) = exp(−i α
2

(n, σ)), ñì. (93). (100)
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7 Çàäà÷à äâóõ òåë.

7.1 Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ

Â çàäà÷å î ñâîáîäíîì äâèæåíèè äâóõ òåë ñ ïàðíûì âçàèìîäåéñòâèåì U(r1, r2) =
U(|r1 − r2|) ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå:

Ĥ = −~2∆1

2m1

− ~2∆2

2m2

+ U(|r1 − r2|) = ĤR + Ĥr . (101)

Öåíòð ìàññ (ÖÌ) äâèæåòñÿ ñâîáîäíî (R � êîîðäèíàòà ÖÌ, M � ïîëíàÿ ìàññà):

ĤR = −~2∆R

2M
, ãäå R =

m1r1 +m2r2
m1 +m2

, è M = m1 +m2. (102)

Çàäà÷à îá îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè òåë â ñèñòåìå ÖÌ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î äâèæå-
íèè ÷àñòèöû â ïîëå íåïîäâèæíîãî öåíòðà

Ĥr =
~2∆r

2µ
+ U(r), ãäå r = r1 − r2, è µ =

m1m2

m1 +m2

; (103)

Âåëè÷èíà µ íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííîé ìàññîé.

7.2 Öåíòðàëüíîå ïîëå

Â öåíòðàëüíîì ïîëå (103) ñîõðàíÿåòñÿ îðáèòàëüíûé ìîìåíò âðàùåíèÿ:[
Ĥr, L̂

]
= 0, è

[
Ĥr, L̂

2
]

= 0. (104)

Ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íàáîðîì 3-õ êâàíòîâûõ ÷èñåë: |E, l, m 〉, ãäå m = lz. Îíè
íîðìèðîâàíû óñëîâèåì

〈E, l, m |E ′, l′, m′ 〉 = δl l′ δmm′ δ(E, E
′). (105)

Ïðè E > U(∞) ñïåêòð íåïðåðûâíûé, à ïðè E < U(∞) � äèñêðåòíûé.
Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ Ãàìèëüòîíèàí (103) èìååò âèä:

Ĥr = − ~2

2µr2
∂

∂r
r2
∂

∂r
− ~2

2µr2

(
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)
︸ ︷︷ ︸

− l̂2, ñì. (85).

+U(r); (106)

èëè, ÷òî òî æå, (Ûcf � òàê íàçûâàåìûé öåíòðîáåæíûé áàðüåð):

Ĥr = − ~2

2µ
· 1

r

∂2

∂r2
r + U(r) + Ûl, î÷åâèäíî, ÷òî Ûl =

~2 l̂
2

2µr2
> 0. (107)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ (M > 0 � ÷èñëî),

|ψ(r → 0)| < M, è ψ(r →∞) = 0. (108)
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Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ, è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò
âèä:

ψE lm(r, θ, ϕ) = 〈 r, θ, ϕ |E, l, m 〉 =
1

r
χE l(r)Y

(m)
l (θ, ϕ), (109)

ïðè÷åì ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü χE l(0) = 0 è |χE l(r →∞)| < M ′. Óðàâíåíèå äëÿ ðàäèàëü-
íîé ÷àñòè:

− ~2

2µ

∂2

∂r2
χE l(r) +

[
U(r) +

~2 l(l + 1)

2µr2

]
χE l(r) = EχE l(r) (110)

Ïðè r → 0 â ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ χE l ∝ rl+1.
×åòíîñòü ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé Y

(m)
l (θ, ϕ) è çàâèñèò òîëüêî îò l, ñì. (86):

ÎψE lm(r, θ, ϕ) = (−1)l ψE lm(r, θ, ϕ). (111)

8 Êóëîíîâî ïîëå.

Êóëîíîâî âçàèìîäåéñòâèå � îñíîâà àòîìíîé ôèçèêè. Óðîâíè ýíåðãèè è âîëíîâûå
ôóíêöèè çàðÿäà â êóëîíîâîì ïîëå ìîæíî íàéòè òî÷íî.

8.1 Ìàñøòàáû âåëè÷èí

Ãàìèëüòîíèàí ÷àñòèöû ìàññû m â êóëîíîâîì ïîòåíöèàëå U(r) = −C
r
ðàâåí

ĤC = −~2∆
2m
− C

r
. (112)

Â âîäîðîäîïîäîáíûõ èîíàõ m = µ ≈ me, à C = Ze2, ãäå Ze � çàðÿä ÿäðà.
Õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû âåëè÷èí òàêîâû (aB � Áîðîâñêèé ðàäèóñ, ñì. ðàçäåë 1):

• ðàññòîÿíèÿ

rC =
~2

mC
≈ ~2

Zmee2
=
aB
Z
. (113)

• èìïóëüñà

pC =
~
rC

=
mC

~
≈ Zmee

2

~
; (114)

• ñêîðîñòè:

vC =
~

mrC
=
C

~
= Zαc ≈ Zc

137
; (115)

• ýíåðãèè:

EC =
C

rC
=
mC2

~2
≈ Z2e2

aB
=
Z2mee

4

~2
= 2Z2Ry. (116)
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8.2 Âîëíîâûå ôóíêöèè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé

8.2.1 Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, äèñêðåòíûé ñïåêòð

Ãàìèëüòîíèàí â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, ñì. (106):

ĤC = − ~2

2mr2
∆− C

r
=

~2

2mr2

(
− ∂

∂r
r2
∂

∂r
+ l̂

2
)
− C

r
. (117)

Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ:

− 1

2
∆ρ ψ(~ρ)− 1

ρ
ψ(~ρ) = ε ψ(~ρ), ãäå ~ρ =

~r

rC
è ε =

E

EC
< 0. (118)

Óðàâíåíèå äëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè χ(ρ) = ψ(ρ)
ρ

è àñèìïòîòèêè âîëíîâîé ôóíêöèè:

∂2

∂ρ2
χε l(ρ) +

[
2

ρ
− l(l + 1)

ρ2

]
χε l(r) + 2εχε l(ρ) = 0. (119)

χε l(ρ→ 0) ∼ ρl+1 è χε l(ρ→∞) ∼ e±
√

2|ε|ρ.

×òîáû âûäåëèòü â ÿâíîì âèäå àñèìïòîòèêè, äåëàåì ïîäñòàíîâêó χ(ρ) → (. . .)w(z)
è ïîäãîíÿåì êîýôôèöèåíòû ïåðåä ïðîèçâîäíûìè çàìåíîé ïåðåìåííîé (. . .)ρ→ z:

χε l(ρ) = ρl+1e−
√

2|ε|ρwε l(z) ∝ zl+1e−
z
2wε l(z), è z = 2

√
2|ε|ρ. (120)

Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò êàíîíè÷åñêèé âèä:

z
d2

dz2
wε l(z) + (2l + 2− z)

d

dz
wε l(z) +

(
1√
2|ε|
− l − 1

)
wε l(z) = 0. (121)

Ýòî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ α = l + 1− (2ε)−
1
2 è γ = 2l + 2, ñì. ðàçäåë 8.3.

Â ñèëó ñâîéñòâà (132) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (119), êàê ïðàâèëî, ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñ-
òóò ïðè ρ→∞. Îíè îãðàíè÷åíû òîëüêî äëÿ íåïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ α = −nr 6 0,
ïðè êîòîðûõ ðÿä (130) îáðûâàåòñÿ.
×èñëî nr = 0, 1, . . . � ýòî ÷èñëî íóëåé ðàäèàëüíîé âîëíîâîé ôóíêöèè7. Îíî íàçûâà-
åòñÿ ðàäèàëüíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì.

Ãëàâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî (íîìåð óðîâíÿ) n = nr + l + 1 > 1 òîæå öåëîå.

Çàâèñèìîñòü óðîâíåé ýíåðãèè îò ãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà n:

εn = − 1

2n2
, èëè â ðàçìåðíûõ åäèíèöàõ En(Z) = −EC

2n2
= −Z

2

n2
Ry. (122)

8.2.2 Âîëíîâûå ôóíêöèè

ßâíûé âèä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (119) äëÿ äàííûõ l è nr (n = nr + l + 1):

χε l(ρ) ∝ ρl+1 exp−
(ρ
n

)
· F (−nr, 2l + 2,

2ρ

n
), ãäå ε = εn = − 1

2n2
. (123)

7Ýòî ñëåäóåò èç îñöèëëÿöèîííîé òåîðåìû, ïðèìåíåííîé ê ðàäèàëüíîìó óðàâíåíèþ (118).
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Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè:

ψnlm(ρ, θ, ϕ),= Rnl(ρ)Y
(m)
l (θ, ϕ), ãäå Rnl(ρ) =

1

ρ
χε l(ρ). (124)

Ðàäèàëüíóþ êîìïîíåíòó Rnl(ρ) ìîæíî òàêæå âûðàçèòü ÷åðåç îáîáùåííûå ïîëèíîìû
Ëàãåððà (131)

Rnl(ρ) = Cnl ρ
l e−ρ/nF (−nr, 2l + 2,

2ρ

n
) = C ′nl ρ

l e−ρ/nL2l+1
nr

(2ρ/n). (125)

Ñâÿçü ìåæäó íîðìèðîâî÷íûìè ïîñòîÿííûìè Cnl è C
′
nl çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì (131a).

Âû÷èñëèòü èõ ìîæíî, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè â äèñêðåòíîì ñïåêòðå:∫∫∫
d3rψ∗n lm(r)ψn′ l′m′(r) = δnn′ δl l′ δmm′ . (126)

×åòíîñòü ðåøåíèé çàâèñèò òîëüêî îò âåëè÷èíû ìîìåíòà è ðàâíà (−1)l.

8.2.3 Âîëíîâûå ôóíêöèè íèçøèõ ñîñòîÿíèé

Íèæå ïðèâåäåíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèé ñ n = 1, 2.
Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Y

(m)
l ìîæíî íàéòè â (87). Âîññòàíîâëåíû ðàçìåðíîñòè ôèçè-

÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ñì. ðàçäåë 8.1 è (118).

ψ100(r, θ, φ) =
2√
r3C

e
− r

rC Y
(0)
0 (θ, φ) =

1√
πr3C

e
− r

rC ; (127a)

ψ200(r, θ, φ) =
1√
2r3C

(
1− r

2rC

)
e
− r

2rC Y
(0)
0 (θ, φ); (127b)

ψ21m(r, θ, φ) =
1√
6r3C

r

2rC
e
− r

2rC Y
(m)
1 (θ, φ). (127c)

8.3 Âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Âûðîæäåííîå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå (óðàâíåíèå Êóììåðà):

zy′′ + (γ − z) y′ − αy = 0, (128)

èìååò äâà ðåøåíèÿ:

y1 = F (α, γ, z), è ïðè íåöåëûõ γ y2 = z1−γ F (α− γ + 1, 2− γ, z). (129)

Çäåñü F (α, γ, z) � âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ:

F (α, γ, z) = 1 +
α

γ

z

1!
+
α(α + 1)

γ(γ + 1)

z2

2!
+ . . . . (130)

Ïðè öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ α = −n ðÿä îáðûâàåòñÿ, è F (−n, γ, z) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

îáîáùåííûé ïîëèíîì Ëàãåððà L
(γ−1)
n (z) ïîðÿäêà n:

L(γ−1)
n (z) =

Γ(n+ γ)

n! Γ(γ)
F (−n, γ, z); (131a)

L(γ−1)
n (z) = x1−γex

1

n!

(
d

dx

)n
(xn+γ−1e−x). (131b)
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Â îáùåì ñëó÷àå, òî åñòü ïðè α 6= −n (n > 0 � öåëîå), ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò ïðè áîëüøèõ z:

F (α, γ, z →∞) ∼ exp z. (132)
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9 Êâàçèêëàññè÷åñêîå (WKB) ïðèáëèæåíèå

Êëàññè÷åñêèé èìïóëüñ ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé E â ïîòåíöèàëå U(x):

p(x, E) =
√

2m|E − U(x)|. (133)

Òî÷êè ïîâîðîòà ðàçãðàíè÷èâàþò êëàññè÷åñêè ðàçðåøåííûå è çàïðåùåííûå îáëàñòè.
Îíè îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì U(x) = E.
Êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ:∣∣∣∣dλdx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣~p′p2
∣∣∣∣� 1, ãäå λ(x) =

~
p(x)

. (134)

Î÷åâèäíî, ÷òî â òî÷êàõ ïîâîðîòà p(x, E) = 0, è ýòî íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ.

9.1 Âîëíîâûå ôóíêöèè (îáùåå ðåøåíèå)

Âîëíîâûå ôóíêöèè â êëàññè÷åñêè ðàçðåøåííîé, E > U(x), îáëàñòè (ïðîèçâîë â âû-
áîðå x0 êîìïåíñèðóåòñÿ çàâèñèìîñòüþ ïîñòîÿííûõ C± îò x0):

ψ(x, E) =
C+√
p(x, E)

exp
i

~

∫ x

x0

p(y, E) dy +
C−√
p(x, E)

exp− i
~

∫ x

x0

p(y, E) dy. (135a)

Âîëíîâûå ôóíêöèè â êëàññè÷åñêè çàïðåùåííîé, E < U(x), îáëàñòè (ïîñòîÿííûå
Cleft, Cright îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè x

l
0 è x

r
0):

ψ(x, E) =
Cleft√
p(x, E)

exp
1

~

∫ x

xl0

p(y, E) dy +
Cright√
p(x, E)

exp−1

~

∫ x

xr0

p(y, E) dy. (135b)

Çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè íà ãðàíèöàõ è â òî÷êàõ ïîâîðîòà è
íîðìèðîâêîé âîëíîâîé ôóíêöèè.

9.2 Ôèíèòíîå äâèæåíèå (÷àñòèöà â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå)

Ïóñòü U(x) 6 E ïðè x ∈ [a, b], ãäå a, b � òî÷êè ïîâîðîòà: U(a) = U(b) = E. Òîãäà
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ âíóòðè ÿìû ðàâíà

ψ(x, E) =
Cin√
p(x, E)

sin

(
1

~

∫ x

a

p(y, E) dy +
π

4

)
, ïðè x ∈ (a, b). (135c)

Åñëè â ñîîòíîøåíèÿõ (135b) xl0 = a è xr0 = b, òî ïîñòîÿííûå íîðìèðîâêè â êëàññè÷å-
ñêè ðàçðåøåííîé è çàïðåùåííûõ îáëàñòÿõ ñâÿçàíû, Cleft = (−1)nCright = 1

2
Cin.

Ïðàâèëî Áîðà�Çîììåðôåëüäà äëÿ ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå:

Γ(En) =

∮
T

p(x, En) dx = 2

∫ b

a

p(x, En) dx = 2π~(n+ 1/2), ïðè n� 1. (136)

Ôàçîâûé îáúåì íà îäíî ñîñòîÿíèå: ∆Γ = 2π~.
Íîðìèðîâêà âîëíîâûõ ôóíêöèé â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå:

Cin =

√
2ω(E)m

π
, ãäå ω(E) =

2π

T (E)
� ÷àñòîòà êëàññè÷åñêèõ êîëåáàíèé. (137)

Ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè ýíåðãèè â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

∆En = En+1 − En ≈ ~ω(En), ïðè ~
dω

dE
� 1. (138)
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9.3 Òóíåëëèðîâàíèå

Ïðè ýíåðãèè E > U(±∞) äâèæåíèå èíôèíèòíîå, è ïðè x→ ±∞ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
èìååò âèä (135a). Âû÷èñëåííûé ñîãëàñíî (64b) ïîòîê âåðîÿòíîñòè â êàæäîé èç
êëàññè÷åñêè äîñòóïíûõ îáëàñòåé ðàâåí (ïîñòîÿííûå C± ðàçìåðíûå):

j(x) = j+(x)− j−(x) =
1

m

(
|C+|2 − |C−|2

)
. (139)

Ïîòîê ñîõðàíÿåòñÿ è îäèíàêîâ âåçäå, ãäå E > U , è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (135a).
Çàäà÷à î òóíåëëèðîâàíèè ïîòîêà ÷àñòèö, ïàäàþùåãî ñëåâà íà êëàññè÷åñêè íåïðî-
íèöàåìûé (U(x) > E) ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð, çàäàåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

j+(−∞) > j−(−∞) > 0; j+(∞) = j+(−∞)− j−(−∞) > 0; è j−(∞) = 0. (140)

Ïðèìåíèìîñòü êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ïðîíèöàåìîñòü
ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà ìàëà, òî åñòü j+(−∞)� j+(∞) è j+(−∞) ≈ j−(−∞).
Â ýòîì ïðèáëèæåíèè êîýôôèöèåíò òóíåëëèðîâàíèÿ ðàâåí:

D =
j+(∞)

j+(−∞)
=
|C+|2(∞)

|C+|2(−∞)
≈ exp

{
−2

~

∫ b

a

p(x, E) dx

}
� 1. (141)

Çäåñü p(x, E) =
√

2m(U(x)− E), à a, b � ãðàíèöû êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíîé îáëàñòè.

Ôîðìóëà (141) ïðèìåíèìà ïðè 2
~

∫ b
a
p(x, E) dx� 1 è âåðíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà.

10 Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Ãàìèëüòîíèàí, ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ è óðîâíè ýíåðãèè íåâîçìóùåííîé çàäà÷è.

Ĥ = Ĥ0, è Ĥ0 |n(0) 〉 = E(0)
n |n(0) 〉; ãäå Ĥ0 = const. (142)

Îïåðàòîð ïîñòîÿííîãî âîçìóùåíèÿ V̂ = V̂+ = const. Ãàìèëüòîíèàí ñ ó÷åòîì âîçìó-
ùåíèÿ, åãî óðîâíè ýíåðãèè è ñîáñòâåííûå âåêòîðû:

Ĥ(λ) = Ĥ0 +λ V̂, è (Ĥ0 +λ V̂)|n(λ) 〉 = En(λ)|n(λ) 〉. (143)

Áåçðàçìåðíûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð λ ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè èíòåðïîëÿöèþ ìåæäó
èñõîäíîé è âîçìóùåííîé çàäà÷àìè.
Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óðîâíè ýíåðãèè En(λ) è ñîáñòâåííûå âåêòîðà |n(λ) 〉
çàâèñÿò îò λ ðåãóëÿðíûì îáðàçîì. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåí-
íûõ ñîñòîÿíèé Ĥ0 îñòàåòñÿ ïîëíîé ïðè íàëîæåíèè âîçìóùåíèÿ:

〈n(λ) |n(λ) 〉 = 〈n(0) |n(0) 〉 = 1̂ . (144)

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé èùåò ïðèáëèæåíèÿ ê En(λ) è |n(λ) 〉 â âèäå ÷àñòè÷íûõ ñóìì
ðÿäîâ Òåéëîðà â òî÷êå λ = 0. Ñòåïåíü λ îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ:

|n 〉 = |n(0) 〉+ |∆n 〉 = |n(0) 〉+ λ|n(1) 〉+ λ2|n(2) 〉+ . . . ; (145a)

En = E(0)
n + ∆En = E(0)

n + λE(1)
n + λ2E(2)

n + . . . . (145b)

Äàëåå ðå÷ü ïîéäåò î ïîïðàâêàõ ê ñîñòîÿíèÿì äèñêðåòíîãî ñïåêòðà. Ïðè ýòîì áàçè-
ñîì áóäóò ñëóæèòü èñõîäíûå ñîñòîÿíèÿ |n(0) 〉, ïîýòîìó âåçäå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

Vnk = V n
k = 〈n(0) | V̂ | k(0) 〉. (146)
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10.1 Íåâûðîæäåííàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Ïóñòü ñïåêòð èñõîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0 íå âûðîæäåí. Âûäåëèì èç V̂ äèàãîíàëü-
íóþ è íåäèàãîíàëüíóþ â ñîáñòâåííîì áàçèñå Ĥ0 ÷àñòè. Ïóñòü V̂ = Â + B̂ , ãäå

Â = | n(0) 〉Vnn 〈n(0) |; î÷åâèäíî, ÷òî ∀n, Vnn = Ann è Bnn = 0. (147)

10.1.1 Ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê óðîâíÿì ýíåðãèè

Â ïåðâîì ïîðÿäêå äèàãîíàëüíàÿ êîìïîíåíòà âîçìóùåíèÿ Â íå âëèÿåò íà ñîáñòâåííûå
ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà. Îíà ëèøü ñäâèãàåò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

E(1)
n = Ann = Vnn. (148)

Äàëåå äèàãîíàëüíàÿ ÷àñòü ñêàçûâàåòñÿ, íà÷èíàÿ ñ |n(2) 〉 è E(3)
n .

10.1.2 Ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê ñîñòîÿíèÿì

Äëÿ êðàòêîñòè ïîëîæèì Â = 0. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (143) ìîæíî çàïèñàòü, èñ-
ïîëüçóÿ îïåðàòîð, îáðàòíûé íåâîçìóùåííîìó îïåðàòîðó Øðåäèíãåðà:

|ψ 〉 = | ψ̃ 〉 − 1̂

Ĥ0−E
λ B̂ |ψ 〉, ãäå (Ĥ0−E)| ψ̃ 〉 = 0. (149)

Ïîäñòàâèì ñþäà âûðàæåíèÿ (145) äëÿ E è |ψ 〉. Â ãëàâíîì ïîðÿäêå (ïðè λ = 0) ýòî

äàñò | ψ̃ 〉 = |n(0) 〉, è E = E
(0)
n , òî åñòü (142).

Â ñëåäóþùåì, ïåðâîì, ïîðÿäêå äîáàâêè ê ñîñòîÿíèÿì ðàâíû:

|n(1) 〉 = − 1

Ĥ0−E(0)
n

· B̂ |n(0) 〉 = | k(0) 〉〈 k(0) | 1

E
(0)
n − Ĥ0

B̂ |n(0) 〉 =
∑
k 6=n

| k(0) 〉 Vkn

E
(0)
n − E(0)

k

.

(150)
Ïîñêîëüêó k 6= n, ïîïðàâêà îðòîãîíàëüíà èñõîäíîìó ñîñòîÿíèþ: 〈n(0) |n(1) 〉 = 0. Îíà
âëèÿåò íà íîðìèðîâêó ñîñòîÿíèé òîëüêî âî âòîðîì ïîðÿäêå:

||(〈n(0) |+ λ 〈n(1) |)|| = (〈n(0) + λ · n(1) |n(0) + λ · n(1) 〉)
1
2 = 1 +O(λ2). (151)

10.1.3 Âòîðàÿ ïîïðàâêà ê óðîâíÿì ýíåðãèè

Ïîïðàâêà âòîðîãî ïîðÿäêà ê ýíåðãèè óðîâíÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç íàéäåííóþ
â (150)ïîïðàâêó ê ñîñòîÿíèþ:

E(2)
n = 〈n(0) | B̂ |n(1) 〉 =

∑
k 6=n

〈n(0) | B̂ | k(0) 〉 Vkn

E
(0)
n − E(0)

k

=
∑
k 6=n

|Vnk|2

E
(0)
n − E(0)

k

. (152)

Âòîðàÿ ïîïðàâêà ê îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ âñåãäà îòðèöàòåëüíà: E
(2)
0 6 0.
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10.1.4 Êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âîçìóùåíèå íåçíà÷èòåëüíî äåôîðìèðóåò èñ-
õîäíûå ñîñòîÿíèÿ: 〈∆n |∆n 〉 � 1, ñì. (145a). Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýòîãî â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü âñåõ ñëàãàåìûõ â ñóììå (150).

∀k 6= n, λ |Vkn| = λ〈 k(0) | V̂ |n(0) 〉 �
∣∣∣E(0)

k − E
(0)
n

∣∣∣ . (153)

Òåîðåìà Ëàãðàíæà óòâåðæäàåò, ÷òî n-êðàòíî äèôôåðåíöèðóåìóþ âáëèçè òî÷êè a
ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîé ñóììû:

f(x) =
n−1∑
k=0

dkf(x)

dxk

∣∣∣∣
x=a

(x− a)k

k!
+
dnf(x)

dxn

∣∣∣∣
x=a+ξ(x−a)

(x− a)n

n!
, ãäå 0 < ξ < 1. (154)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå òî÷íîñòü íàéäåííûõ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ïîïðàâîê
äàåòñÿ ïåðâûì îòáðîøåííûì ÷ëåíîì ðÿäà ïî λ.

10.2 Âûðîæäåííûé ñëó÷àé

Ïóñòü ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð Ĥ0 ñîäåðæèò N -êðàòíî (N > 2) âûðîæäåííîå çíà÷åíèå,

E
(0)
1 = . . . = E

(0)
N . Åñëè äëÿ äâóõ âûðîæäåííûõ ïî ýíåðãèè ñîñòîÿíèé ìàòðè÷íûé

ýëåìåíò Vnk 6= 0, òî êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé (153) íàðóøåí.
Ðåøèòü ïðîáëåìó ïîçâîëÿåò íåîäíîçíà÷íîñòü âûáîðà ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé Ãà-
ìèëüòîíèàíà â âûðîæäåííîì ñåêòîðå.

Ïðàâèëüíûå ñîñòîÿíèÿ îñíîâíîãî ïðèáëèæåíèÿ | ñ(0) 〉 =
∑N

k=1 c
ñ
k | k(0) 〉, ãäå

1 6 ñ 6 N , äèàãîíàëèçóþò îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ V̂ â âûðîæäåííîì ñåêòîðå:

V̂ | ñ(0) 〉 = E(1)
n | ñ(0) 〉, ãäå 〈 ñ(0) | k̃(0) 〉 = δñk̃. (155)

Äèàãîíàëüíàÿ ÷àñòü âîçìóùåíèÿ Â îïðåäåëÿåòñÿ ïðè 0 6 n 6 N ñîáñòâåííûìè ÷èñ-
ëàìè ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç ýëåìåíòîâ Vñ k̃ = 〈 ñ |(0) V̂ | k̃(0) 〉. Îíè, â ñâîþ î÷åðåäü,
óäîâëåòâîðÿþò õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

det ‖Vnk − E(1)
n δnk‖ = 0, è Â =

N∑
k=0

| k̃(0) 〉E(1)
k 〈 k̃

(0) |. (156)

Î÷åâèäíî, ÷òî Bñk̃ ≡ 0 â âûðîæäåííîì ñåêòîðå, òî åñòü ïðè 0 6 n, k 6 N .
Ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðàâèëüíîìó áàçèñó îñíîâíîãî ïðèáëèæåíèÿ âû÷èñëåíèå ïîïðàâîê
| ñ(1) 〉 ê ñîñòîÿíèÿì è E

(2)
n ê ýíåðãèÿì âûïîëíÿåòñÿ, êàê â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå.

11 Íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Ãàìèëüòîíèàí íåâîçìóùåííîé çàäà÷è Ĥ0 = const. Îí ìîæåò èìåòü êàê äèñêðåòíûé,
òàê è íåïðåðûâíûé ñïåêòð. Â ìîìåíò t = 0 âêëþ÷àþò âîçìóùåíèå λ V̂(t). Ïîëíûé
ãàìèëüòîíèàí âêëþ÷àåò ïîñòîÿííóþ ãëàâíóþ ÷àñòü è çàâèñÿùåå îò âðåìåíè âîçìó-
ùåíèå:

Ĥ(t) = Ĥ0 +λ V̂(t), ïðè÷åì Ĥ0 = const, è Ĥ0 |n(0) 〉 = E(0)
n |n(0) 〉. (157)
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Ïðè λ = 0 íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà è åãî îáùåå ðåøåíèå, ñì. (48) è
(52), âûãëÿäÿò òàê:

i~
∂

∂t
| θ(t) 〉 = Ĥ0 | θ(t) 〉, îòêóäà | θ(t) 〉 = e−

i
~ Ĥ0 t| θ(0) 〉. (158)

Ìû ïî-ïðåæíåìó áóäåì âû÷èñëÿòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû âîçìóùåíèÿ ïî íå çàâèñÿ-
ùèì îò âðåìåíè ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèÿì Ĥ0:

V n
k (t) = 〈n(0) | V̂(t)| k(0) 〉, ãäå Ĥ0 |n(0) 〉 = E(0)

n |n(0) 〉. (159)

11.1 Ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ

Ïðè λ 6= 0 áóäåì èñêàòü ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ (157) â âèäå

| θ(t) 〉 = exp

(
− i
~

Ĥ0 t

)
· | Θ̃(t) 〉. (160)

Ôàêòè÷åñêè ìû âàðüèðóåì ïîñòîÿííóþ, êàê â îáû÷íîì óðàâíåíèè (ñðàâíèòå ñ (158)).

Ñîñòîÿíèå â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ | Θ̃(t) 〉 = exp
(
i
~ Ĥ0 t

)
· | θ(t) 〉 óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèþ

i~
∂

∂t
| Θ̃(t) 〉 = λ

̂̃
V(t) | Θ̃(t) 〉, ïðè÷åì | Θ̃(0) 〉 = | θ(0) 〉. (161)

Îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ èìååò âèä:̂̃
V(t) = e

i
~ Ĥ0 t V̂(t) e−

i
~ Ĥ0 t. (162)

Åãî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ðàâíû (ωnk = 1
~(E

(0)
n − E(0)

k )):

Ṽ n
k (t) = 〈n(0) | ̂̃V(t)| k(0) 〉 = V n

k (t) exp
i

~
(E(0)

n − E
(0)
k ) = V n

k (t) exp i ωnkt. (163)

Cîñòîÿíèå â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä òåîðèè âîçìó-
ùåíèé: | Θ̃ 〉 = | Θ̃(0) 〉 + λ| Θ̃(1) 〉 + . . . . Ñîãëàñíî (161), åãî ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷ëåíû
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

i~
∂

∂t
| Θ̃(n+1)(t) 〉 =

̂̃
V(t)| Θ̃(n)(t) 〉, ãäå | Θ̃(0)(0) 〉 = | θ(0) 〉, è | Θ̃(n>1)(0) 〉 = 0.

(164)

11.2 Ïåðâûé ïîðÿäîê

Â íóëåâîì ïîðÿäêå ïî λ óðàâíåíèå (161) òðèâèàëüíî:

i~
∂

∂t
| Θ̃(0)(t) 〉 = 0, òî åñòü | Θ̃(0)(t) 〉 = | Θ̃(0) 〉 = | θ(0) 〉. (165)

Èç óðàâíåíèÿ (164) ñëåäóåò, ÷òî â ïåðâîì ïîðÿäêå

i~
∂

∂t
| Θ̃(1)(t) 〉 =

̂̃
V(t)| Θ̃(0) 〉, ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì | Θ̃(1)(0) 〉 = 0. (166)

Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè:

| Θ̃(τ) 〉 = | Θ̃(0)(τ) 〉+ λ | Θ̃(1)(τ) 〉+ . . . =

[
1̂−iλ

~

∫ τ

0

̂̃
V(t) dt+O(λ2)

]
| θ(0) 〉. (167)

Ýòà ôîðìóëà ïðèìåíèìà ïðè ||λ Θ̃(1)|| � ||Θ̃(0)|| = 1.
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11.3 Ïåðåõîäû ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè. Ïåðâûé ïîðÿäîê

11.3.1 Îáùèé ñëó÷àé

Àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà çà âðåìÿ τ èç ñîñòîÿíèÿ | θi 〉 = | Θ̃(0) 〉 = | Θ̃i 〉 â
ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå | θf 〉 = e−

i
~ Ĥ0 τ | Θ̃f 〉 ðàâíà8

C(i→f)(τ) = 〈 θf | θ(τ) 〉 = 〈 θf |e−
i
~ Ĥ0 τ Θ̃(τ) 〉, ãäå | Θ̃(τ) 〉 � ðåøåíèå (161). (168)

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, ñîãëàñíî (167), âåðîÿòíîñòü9 ïåðåõîäà ðàâíà

W(i→f)(τ) = |C(i→f)(τ)|2 =

∣∣∣∣〈 θf |e− i
~ Ĥ0 τ

[
1̂−iλ

~

∫ τ

0

̂̃
V(t) dt

]
| θi 〉

∣∣∣∣2 . (169)

Ïóñòü íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèÿ � ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0,
òî åñòü| θi 〉 = | i(0) 〉 è | θf 〉 = | f (0) 〉. Â ñîîòâåòñòâèè ñî (163), W(i→f) ìîæíî âûðàçèòü
÷åðåç ìàòðè÷íûé ýëåìåíò âîçìóùåíèÿ:

W(i→f)(τ) =


∣∣∣λ~ ∫ τ0 V f

i (t) eiωfit dt
∣∣∣2 , ïðè i 6= f ;

1−O(λ2), ïðè i = f.
(170)

11.3.2 Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

Åñëè ñïåêòð îïåðàòîðà Ĥ0 äèñêðåòíûé, C = ∅, òî ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
âåêòîð-ñòîëáöàìè, à îïåðàòîðû ìàòðèöàìè, ñì. ðàçäåë 2.3.2. Ñòîëáåö, îòâå÷àþùèé
ñîñòîÿíèþ | Θ̃(t) 〉, èùóò â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì λ:

| Θ̃(t) 〉 = C k(t)| k(0) 〉, è Ck(t) = Ck (0)(t) + λCk (1)(t) + . . . (171)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (161), êîìïîíåíòû Ck(t) ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:

i~
∂

∂t
Ck(t) = λ Ṽ k

m(t)Cm(t), ãäå Ck(0) = 〈 k(0) |Θ(0) 〉. (172)

Ñîãëàñíî (163) Ṽ k
m = eiωkmt V k

m(t).
Ïóñòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå � ÷èñòîå: |Θi 〉 = | i(0) 〉. Â íóëåâîì ïîðÿäêå èìååì:

i~
∂

∂t
C

(0) k
i (t) = 0, òî åñòü, ñîãëàñíî (172), C

(0) k
i (t) = Ck

i (0) = δki (173)

Ïåðâûé ïîðÿäîê: Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî λ óðàâíåíèÿ (172) ïðèíèìàþò âèä:

i~
∂

∂t
C

(1) k
i (t) = Ṽ k

m(t)C
(0)m
i (t) = Ṽ k

i (t), ïðè÷åì C
(1) k
i (0) = 0. (174)

Ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ê êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ | Θ̃(τ) 〉 ðàâíà:

Ck
i (τ) = δki −

iλ

~

∫ τ

0

eiωkit V k
i (t) dt+O(λ2). (175)

Ýòî ïðèâîäèò ê (170) äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó ÷èñòûìè ñîñòîÿíèÿìè.

8Èíäåêñû i è f ïðîèñõîäÿò îò initial è �nal � íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé.
9Â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè.
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11.4 Ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ. Ïåðâûé ïîðÿäîê

Ðå÷ü ïîéäåò î ìîíîõðîìàòè÷åñêîì âîçìóùåíèè, êîòîðîå âêëþ÷àåòñÿ ïðè t = 0:

V̂(t) = θ(t)[F̂ e−iωt + F̂+ eiωt], ãäå ω > 0. (176)

11.4.1 Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ

Â ïåðâîì ïîðÿäêå àìïëèòóäà ïåðåõîäà ìåæäó ñîáñòâåííûìè ñîñòîÿíèÿìè Ĥ0 ðàâíà,

C
(1)
(i→f)(t) = −λ

~

[
ei(ωfi−ω)t − 1

(ωfi − ω)
F f
i +

ei(ωfi+ω)t − 1

(ωfi + ω)
(F+)fi

]
. (177)

Ïðè ωt � 1 èíòåðôåðåíöèÿ ñëàãàåìûõ ìàëà, è äîìèíèðóþò ðåçîíàíñíûå ïåðåõî-
äû ñ ωfi ≈ ±ω. Èõ âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ïåðâûì (F̂ e−iωt) è âòîðûì (F̂+ eiωt)
ñëàãàåìûìè (177) ñîîòâåòñòâåííî.

W(i→f)(t) ≈
4λ2

~2
sin2 1

2
(ωfi − ω)t

(ωfi − ω)2
|F f
i |2, ïðè ωfi ≈ ω; (178a)

W(i→f)(t) ≈
4λ2

~2
sin2 1

2
(ωfi + ω)t

(ωfi + ω)2
|(F+)fi |2, ïðè ωfi ≈ −ω. (178b)

Ïîñêîëüêó E
(0)
f ≈ E

(0)
i + ~ωfi, ïåðâûé ïåðåõîä ïîâûøàåò ýíåðãèþ, à âòîðîé � ïîíè-

æàåò. Ñîãëàñíî (178) øèðèíà ðåçîíàíñíûõ ïèêîâ ∆ω ∼ 2π
t
. Îíè íå ïåðåêðûâàþòñÿ,

åñëè ∆ω � ω, òî åñòü, êàê áûëî ñêàçàíî, ïðè ωt� 1 .

11.4.2 ¾Çîëîòîå ïðàâèëî¿ Ôåðìè

Êîãäà øèðèíà ðåçîíàíñíîãî ïèêà (178) ïðåâîñõîäèò ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè
ýíåðãèè, ïðîèñõîäÿò ïåðåõîäû âî âñå ñîñòîÿíèÿ, áëèçêèå ê | f (0) 〉10. Åñëè òî÷íîñòü íå
ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü îòäåëüíûå êàíàëû, òî ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü óõîäà èç íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ | i(0) 〉 � ýòî ñóììà îòäåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé. Çàìåíà ñóììû èíòåãðàëîì ïî
ýíåðãèè áëèçêèõ êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé, ñì. Ðàçäåë 2.1.4, äàåò11:

C(i→f)(t)C
∗
(i→f )(t)⇒

∫
4λ2 sin2 1

2~(Ef − Ei − ~ω)t

(Ef − Ei − ~ω)2
|F f
i (Ef , Ei)|2 ρ(Ef ) dEf . (179)

Äëÿ ðåãóëÿðíûõ â íóëå ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé f(x) ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå
ñîîòíîøåíèå:

lim
α→+∞

1

α

∫ ∞
−∞

f(x)
sin2 1

2
αx

x2
dx =

π

2
f(0), òî åñòü wlim

α→+∞

sin2 1
2
αx

αx2
=
π

2
δ(x). (180)

Îòñþäà ïðè t→∞ (îãðàíè÷åíèÿ ñì. â ðàçäåëå 11.4.4) ïîëó÷àåì ¾çîëîòîå ïðàâèëî¿:

W(i→f)(t) ≈ t ·
∫ ∞
−∞

2πλ2

~

∣∣∣〈 f (0) | F̂ | i(0) 〉
∣∣∣2 δ(Ef − E(0)

i − ~ω) ρ(Ef ) dEf . (181)

10Äëÿ êðàòêîñòè ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ïåðåõîäû â ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé E
(0)
f ≈ E

(0)
i + ~ω.

Ñëó÷àé E
(0)
f ≈ E(0)

i − ~ω àíàëîãè÷åí, ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû F̂→ F̂+ è ω → −ω.
11Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ρ(Ef ) ó÷èòûâàåò, ÷òî ïîìèìî ýíåðãèè, êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò îïðåäå-

ëÿòüñÿ äðóãèìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè.
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Õàðàêòåðíîå âðåìÿ ïåðåõîäà τif çàäàåò âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â åäèíèöó âðåìåíè:

d

dt
W(i→f)(t) =

1

τif
, ïðè÷åì τif =

[
2π

~

∣∣∣λ 〈 f (0) | F̂ | i(0) 〉
∣∣∣2 ρ(E

(0)
i + ~ω)

]−1
. (182)

Ïåðåõîä ê íåïðåðûâíîìó ïðåäåëó â (179) âîçìîæåí, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿ-
ìè ýíåðãèè ∆E ìíîãî ìåíüøå øèðèíû ðåçîíàíñíîãî ïèêà. Ýòî óñëîâèå îãðàíè÷èâàåò
âðåìÿ íàáëþäåíèÿ ñâåðõó: t� 2π~/∆E.

11.4.3 Ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí ðàñïàäà

Ïåðåõîä i→ f ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ ÷èñëî ñèñòåì, íàõî-
äÿùèõñÿ â ñîñòîÿíèè | i(0) 〉, óáûâàåò ñî âðåìåíåì:

Ni(t+ dt) = Ni(t)− dNif , ãäå dNif = Ni(t) ·W(i→f)(dt) =
Ni(t)

τif
dt. (183)

Â îòñóòñòâèå îáðàòíûõ ïåðåõîäîâ ÷èñëî ñèñòåì â ñîñòîÿíèè | i(0) 〉 ýêñïîíåíöèàëüíî
óáûâàåò ñî âðåìåíåì:

Ni(t) = Ni(0) exp− t
τ
. (184)

Âðåìÿ æèçíè ñîñòîÿíèÿ τ ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñóììàðíûì
âêëàäîì âñåõ ïðîöåññîâ (F ), óâîäÿùèõ ñèñòåìó èç ñîñòîÿíèÿ | i(0) 〉:

τ−1 = τ−1
iF , òî åñòü: τ =

[∑
F

1

τiF
+

∫
1

τiF
ρ(F ) dF

]−1
. (185)

11.4.4 Êðèòåðèè ïðèìåíèìîñòè ¾çîëîòîãî ïðàâèëà¿ Ôåðìè

1. Äëÿ ω 6= 0 âçàèìíîå âëèÿíèå äâóõ ñëàãàåìûõ â (177) ìàëî ïðè ωt � 1. Îäíàêî
ïðè ω = 0 âòîðîãî ïèêà íåò, è îãðàíè÷åíèå îòñóòñòâóåò.

2. Ïîïðàâêè òåîðèè âîçìóùåíèé ìàëû ïðè t� τif , τ , ñì. (185).

3. Âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà ê íåïðåðûâíîìó ïðåäåëó: ∆E · t � 2π~ (ðåçîíàíñíûé
ïèê (178) øèðå, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè ýíåðãèè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ∆E).

11.4.5 Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè äëÿ ýíåðãèè

Êàê ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (178), çà êîíå÷íîå âðåìÿ ∆t ìîæíî èçìåðèòü ÷àñòîòó (èëè
ýíåðãèþ) ïåðåõîäà ìåæäó óðîâíÿìè ñ òî÷íîñòüþ íå ïðåâîñõîäÿùåé ∆ω (∆E), ïðè÷åì:

∆ω ·∆t ∼ 2π, è, ñîîòâåòñòâåííî, ∆E ·∆t ∼ 2π~. (186)

Âðåìÿ æèçíè ñîñòîÿíèÿ τ íàêëàäûâàåò åñòåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà òî÷íîñòü îïðå-
äåëåíèÿ åãî ýíåðãèè:

∆E ∼ ~ · τ−1. (187)
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11.5 Ñòàðøèå ïîðÿäêè (∗)

11.5.1 Îïåðàòîð ýâîëþöèè

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (161) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç îïåðàòîð ýâîëþöèè â ïðåäñòàâëåíèè
âçàèìîäåéñòâèÿ:

| Θ̃(t) 〉 =
̂̃
S(t, 0) | Θ̃(0) 〉. (188)

Îïåðàòîð
̂̃
S(t1, t2) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì:

i~
∂

∂t1

̂̃
S(t1, t2) = λ

̂̃
V(t1)

̂̃
S(t1, t2), è − i~ ∂

∂t2

̂̃
S(t1, t2) =

̂̃
S(t1, t2)

̂̃
V(t2). (189)

Åñëè ðàçëîæèòü îïåðàòîð ýâîëþöèè â ðÿä ïî λ

̂̃
S(t1, t2) = 1̂+λ

̂̃
S (1)(t1, t2) + λ2

̂̃
S (2)(t1, t2) + . . . , (190)

òî ïîïðàâêè òåîðèè âîçìóùåíèé ê ñîñòîÿíèÿì ïðèìóò âèä:

| Θ̃(n)(t) 〉 =
̂̃
S (n)(t, 0)| Θ̃(0) 〉 (191)

11.5.2 Îïåðàòîðíàÿ T-ýêñïîíåíòà

Îïåðàòîð ýâîëþöèè â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

̂̃
S(t, 0) = T exp

[
−iλ

~

∫ t

0

̂̃
V(t) dt

]
. (192)

Ñèìâîë T îçíà÷àåò óïîðÿäî÷åíèå ïî âðåìåíè èëè T-óïîðÿäî÷åíèå. Îïåðàòîðíàÿ T-
ýêñïîíåíòà � ýòî ïðåäåë T-óïîðÿäî÷åííîãî ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ:

T exp

[
−iλ

~

∫ t

0

̂̃
V(t) dt

]
= (193)

= lim
n→∞

(
1̂−iλ

~
̂̃
V(tn−1) ∆t

)
·
(
1̂−iλ

~
̂̃
V(tn−2) ∆t

)
. . .

(
1̂−iλ

~
̂̃
V(0) ∆t

)
︸ ︷︷ ︸

tn−1>tn−2>...>t1>0

.

Çäåñü ∆t = t
n
è tk = k · ∆t. Óïîðÿäî÷åíèå ïî âðåìåíè îçíà÷àåò, ÷òî ñëåâà ñòîÿò

îïåðàòîðû, îòâå÷àþùèå áîëåå ïîçäíèì ìîìåíòàì âðåìåíè, ÷åì ñïðàâà12.
Ñòàðøèå ïîðÿäêè íåñòàöèîíàðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé ïîëó÷àþòñÿ ðàçëîæåíèåì â
ðÿä ïî λ îïåðàòîðà ýâîëþöèè â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ (192 � 193).

̂̃
S (n)(t, 0) =

(
− i
~

)n ∫ t

0

dτn

∫ τn

0

dτn−1 . . .

∫ τ2

0

dτ1
̂̃
V(τn)

̂̃
V(τn−1) . . .

̂̃
V(τ1)︸ ︷︷ ︸

τn>τn−1>...>τ1>0

. (194)

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ýòî ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó (167).

12Óïîðÿäî÷åíèå íåîáõîäèìî, ïîòîìó ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ,

[̂̃
V(t1),

̂̃
V(t2)

]
6= 0 ïðè t1 6= t2.
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12 Ñîâìåñòíûå ñîñòîÿíèÿ äâóõ ñïèíîâ 1
2

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè è ôîðìóëàìè èç Ðàçäåëà 6. Ïîñêîëüêó ñïèíû
ôèêñèðîâàíû, S1 = S2 = 1

2
~, ïîëíûé íàáîð âêëþ÷àåò äâà êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðà:[

Ŝ1, z, Ŝ2, z

]
= 0. (195)

Ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â 4 - ñîñòîÿíèÿõ:

|m1, m2 〉 = |m1 〉 ⊗ |m2 〉, ãäå m1, m2 = s1, z, s2, z = ±1

2
, èëè ↑, ↓ . (196)

Óñëîâèå íîðìèðîâêè:
〈m1, m2 |m′1, m′2 〉 = δm1m′1

δm2m′2
. (197)

Êàæäûé èç îïåðàòîðîâ ñïèíà Ŝ1, 2 äåéñòâóåò â ñîáñòâåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå:

Ŝ1 , Ŝ1⊗ 1̂2; Ŝ
2

1 = Ŝ
2

1⊗ 1̂2; è Ŝ2 , 1̂1⊗ Ŝ2; Ŝ
2

2 = 1̂1⊗ Ŝ
2

2 . (198)

Îïåðàòîðû ïîëíîãî (ñóììàðíîãî) ìîìåíòà ñèñòåìû äâóõ ñïèíîâ Ĵ è Ĵ
2
ðàâíû:

Ĵ = Ŝ1 + Ŝ2 = Ŝ1⊗ 1̂2 + 1̂1⊗ Ŝ2; è Ĵ
2

= Ŝ
2

1⊗ 1̂2 + 1̂1⊗ Ŝ
2

2 +2 Ŝ1, i ⊗ Ŝ2, i . (199)

Â íàøåì ñëó÷àå ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå óïðîùàåòñÿ:

Ĵ
2

=
3

2
1̂1⊗ 1̂2 +2 Ŝ1, z ⊗ Ŝ2, z + Ŝ

−
1 ⊗ Ŝ

+

2 + Ŝ
+

1 ⊗ Ŝ
−
2 . (200)

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðà ñóììàðíîãî ìîìåíòà:[
Ĵ
2
, Ĵ
]

=
[
Ŝ
2

1, Ĵ
]

=
[
Ŝ
2

2, Ĵ
]

= 0; (201a)[
Ĵ
2
, Ŝ

2

1

]
=

[
Ĵ
2
, Ŝ

2

2

]
= 0. (201b)

Èç ñîîòíîøåíèé (201) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðû Ĵ
2
, Ĵz òàêæå îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð.

Èõ îáùèå ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ | j, m 〉, ãäå j = 0, 1, èìåþò âèä:

| 0, 0 〉 =
1√
2

(| ↑, ↓ 〉 − | ↓, ↑ 〉) ; (202a)

| 1, 1 〉 = | ↑, ↑ 〉; (202b)

| 1, 0 〉 =
1√
2

(| ↑, ↓ 〉+ | ↓, ↑ 〉) ; (202c)

| 1, −1 〉 = | ↓, ↓ 〉. (202d)

Ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ (200) ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ íèõ âñåõ âåðíî

Ĵ
2
| j, m 〉 = ~2 j(j + 1)| j, m 〉, è Ĵz | j, m 〉 = ~m| j, m 〉. (203)
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13 Òîæäåñòâåííûå ÷àñòèöû

13.1 Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ñîñòîÿíèå i-îé èç N ÷àñòèö ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ai íàáëþäàåìîé
a.
Îïåðàòîð ïàðíîé ïåðåñòàíîâêè P̂(i, k) äåéñòâóåò íà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû òàê:

P̂(i, k)| a1, . . . ai, . . . ak, . . . aN 〉 = | a1, . . . ak, . . . ai, . . . aN 〉. ãäå 0 6 i, j 6 N.
(204)

Åñëè ÷àñòèöû òîæäåñòâåííûå, òî ñîñòîÿíèÿ ñèììåòðè÷íû (èëè àíòèñèììåòðè÷íû)
îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê, òî åñòü ∀i, k

P̂(i, k)| a1, . . . ai, . . . ak, . . . aN 〉 = α · | a1, . . . ai, . . . ak, . . . aN 〉, ïðè÷åì α2 = 1.
(205)

Â çàâèñèìîñòè çíàêà α ÷àñòèöû íàçûâàþò áîçîíàìè èëè ôåðìèîíàìè:

α =

{
1 ïðè s = 0, 1, . . . � áîçîíû;

−1 ïðè s = 1
2
, 3

2
, . . . � ôåðìèîíû.

(206)

Ïðèíöèï Ïàóëè çàïðåùàåò äâóì ôåðìèîíàì íàõîäèòüñÿ â îäèíàêîâûõ ñîñòîÿíèÿõ.
Ïðè ñîâïàäåíèè êâàíòîâûõ ÷èñåë àíòèñèììåòðè÷íûå ñîñòîÿíèÿ îáðàùàþòñÿ â íóëü.

13.2 Íåçàâèñèìûå òîæäåñòâåííûå ÷àñòèöû

Â îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ êàæäàÿ èç òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö ñóòü îòäåëüíàÿ ïîä-
ñèñòåìà. Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñîñòîÿíèé ïîäñèñòåì:

| a, b, . . . 〉indep = | a 〉 ⊗ | b 〉 ⊗ . . . . (207)

Ìåñòî â ñòðîêå ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó ÷àñòèöû. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ íå çàâèñèò îò ïåðå-
ñòàíîâîê ÷àñòèö.
Ïðè ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðàâèëüíûå ñîñòîÿíèÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ (ñì. (155))
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèÿì ñèììåòðèè (206). Ïðè÷åì ïîñòðîèòü èõ íóæíî
èç íåçàâèñèìûõ ñîñòîÿíèé (207).

13.2.1 Áîçå - ñëó÷àé

Ñîñòîÿíèÿ íåçàâèñèìûõ áîçîíîâ (α = 1) äîëæíû áûòü ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî
ëþáûõ ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïóòåì ñèììåòðèçàöèè:

| a1, a2, . . . aN 〉 ∝
∑

{i1, i2, ...iN}

| ai1 , ai2, . . . aiN 〉indep =
∑

{i1, i2, ...iN}

| ai1 〉 ⊗ | ai2, 〉 ⊗ . . . | aiN 〉.

(208)
×èñëà i1, i2, . . . iN ðàâíû 1, 2, . . . N . Ñóììèðîâàíèå èäåò ïî ðàçëè÷íûì ïåðåñòàíîâ-
êàì {i1, i2, . . . iN}, ÷èñëî êîòîðûõ îïðåäåëÿåò ïîñòîÿííóþ íîðìèðîâêè. Çíà÷åíèÿ ai
ìîãóò ñîâïàäàòü. Äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé â z-ïðåäñòàâëåíèè ïîëó÷àåì:

ψa1 a2 ...aN (z1, z2, . . . zN) ∝
∑

{i1, i2, ...iN}

ψa1(zi1) · ψa2(zi2) · . . . ψaN (ziN ). (209)
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13.2.2 Ôåðìè - ñëó÷àé

Â ñëó÷àå ôåðìèîíîâ (α = −1) ñîñòîÿíèÿ íåçàâèñèìûõ ÷àñòèö íóæíî àíòèñèììåò-
ðèçîâàòü, ó÷èòûâàÿ ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè:

P ({. . .}) = P ({i1, i2, . . . iN}) =

{
1; äëÿ íå÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê;

0; äëÿ ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê.
(210)

Ñ ó÷åòîì ÷åòíîñòè ôîðìóëà (208) ïðèíèìàåò âèä (â ñèëó ïðèíöèïà Ïàóëè âñå ai
ðàçëè÷íû):

| a1, a2, . . . aN 〉 ∝
∑

{i1, i2, ...iN}

(−1)P ({...})| ai1 〉 ⊗ | ai2, 〉 ⊗ . . . | aiN 〉. (211)

Âîëíîâóþ ôóíêöèþ N ôåðìèîíîâ ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå îïðåäåëèòåëÿ Ñëýòåðà:

ψa1 a2 ...aN (z1, z2, . . . zN) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψa1(z1) ψa1(z2) . . . ψa1(zN)
ψa2(z1) ψa2(z2) . . . ψa2(zN)

...
...

. . .
...

ψaN (z1) ψaN (z2) . . . ψaN (zN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (212)

13.3 Äâå íåçàâèñèìûå ÷àñòèöû

Åñëè ñïèíû ÷àñòèö s1 = s2 = s 6= 0, êâàíòîâûå ÷èñëà âêëþ÷àþò ïðîåêöèþ ñïèíà.

Ïóñòü äëÿ i-é ÷àñòèöû ïîëíûé íàáîð ñîñòîèò èç 2-õ îïåðàòîðîâ:
[
Âi, ŝi

]
= 0.

Ïåðåñòàíîâêà ïàðû ÷àñòèö äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì (m1, m2 = sz, 1, sz, 2):

P̂(1, 2)| a1, m1; a2, m2 〉 = | a2, m2; a1, m1 〉 = α | a1, m1; a2, m2 〉; (213)

Âåëè÷èíà α = ±1 îïðåäåëÿåòñÿ ñòàòèñòèêîé ÷àñòèö.
Ìîæíî âûáðàòü áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ òàê, ÷òîáû îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ èìåëè êâàä-
ðàò ïîëíîãî ìîìåíòà ïàðû ÷àñòèö j2 = (s1 + s2)

2 è åãî ïðîåêöèÿ jz = sz, 1 + sz, 2.
Êâàíòîâûå ÷èñëà ai, mi íåçàâèñèìû, çíà÷èò, ¾êîîðäèíàòíóþ¿ è ñïèíîâóþ ÷àñòè
ìîæíî ðàçäåëèòü:

| a2, m2; a1, m1 〉 = | a2; a1 〉 ⊗ |m2; m1 〉, ïðè÷åì P̂(1, 2) = P̂a⊗ P̂s . (214)

Îïåðàòîðû êîîðäèíàòíîé P̂a è ñïèíîâîé P̂s ïåðåñòàíîâîê äåéñòâóþò òàê:

P̂a | a1; a2 〉 = | a2; a1 〉 = αa| a1; a2 〉, ãäå αa = ±1; (215)

P̂s |m1; m2 〉 = |m2; m1 〉 = αs|m1; m2 〉, ãäå αs = ±1. (216)

Ïîëíàÿ ÷åòíîñòü ñîñòîÿíèé α = αaαs. Åñëè ïîëíûé ìîìåíò ïàðû ðàâåí j, òî αs =
(−1)2s+j, ñì. (244). Ïîýòîìó äëÿ jz = m, â ñîîòâåòñòâèè ñ (239),

| a1, a2; j, m 〉 =
| a1 〉 ⊗ | a2 〉+ (−1)j| a2 〉 ⊗ | a1 〉√

2
⊗ | s1, s2; j, m 〉|s1=s2=s . (217)
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14 ×àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

14.1 Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå çàäàåòñÿ 4 � ïîòåíöèàëîì Aν , êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿ-
þòñÿ ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû φ è A. Íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è
ìàãíèòíîãî ïîëåé E(x, t) è B(x, t) ðàâíû

Aν = (φ(x, t), A(x, t)), ïðè÷åì E = −∇φ− ∂A

∂t
; è B = [∇×A] . (218)

Íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

φ −→ φ− 1

c

∂

∂t
f(x, t); è A −→ A +∇f(x, t), (219)

ãäå f(x, t) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ýòà ñâîáîäà ïîçâîëÿåò âûáðàòü Aν â óäîáíîé
ôîðìå.

14.2 ×àñòèöû áåç ñïèíà

14.2.1 Îáîáùåííûé èìïóëüñ è Ãàìèëüòîíèàí

Äëÿ ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿäà ñ ïîëåì íåîáõîäèìî ó÷åñòü â Ãàìèëüòîíèàíå ïî-
òåíöèàë φ è ó÷åñòü, ÷òî òåïåðü îïåðàòîð p̂ = −i~∇ � ýòî îïåðàòîð îáîáùåííîãî
èìïóëüñà. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò îò îáû÷íîãî èìïóëüñà, ïîýòîìó

Ĥ =
1

2m

[(
p̂−q

c
A(x, t)

)]2
+ qφ(x, t) + U(x, t), ãäå q � çàðÿä. (220)

Ïðè êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ (219) âèä íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿØðåäèí-
ãåðà (45) íå èçìåíèòñÿ, åñëè èçìåíèâ ïîëÿ, èçìåíèòü òàêæå ôàçó âîëíîâîé ôóíêöèè:

ψ(x, t) −→ ψ(x, t) · exp
iq

~c
f(x, t). (221)

Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíîñòüþ.
Â íåðåëÿòèâèñòñêèõ çàäà÷àõ óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ êàëèáðîâêîé Êóëîíà:

(∇, A) = divA = 0; áëàãîäàðÿ ÷åìó (p̂, A) = (A, p̂). (222)

Â Êóëîíîâîé êàëèáðîâêå Ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò âèä:

Ĥ =
p̂2

2m
− q

mc
(A, p̂)︸ ︷︷ ︸
ĤBL

+
q2A2

2mc2︸ ︷︷ ︸
ĤD

+ qφ+ U. (223)

Ñëàãàåìûå ĤBL è ĤD îïèñûâàþò âçàèìîäåéñòâèå çàðÿäà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì. Êà-
ëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü òðåáóåò ó÷èòûâàòü îáà. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ðîëü ĤBL

÷àñòî áûâàåò âàæíåå.
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14.2.2 Îðáèòàëüíûé ìàãíèòíûé ìîìåíò è äèàìàãíåòèçì

Ïóñòü íà çàðÿæåííóþ ÷àñòèöó, ïîìåùåííóþ â öåíòðàëüíîå ïîëå U(r), äåéñòâóåò îä-
íîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå B = const. Îáñóäèì ðîëü ñëàãàåìûõ ĤBL è ĤD.
Âåêòîð-ïîòåíöèàë â Êóëîíîâîé êàëèáðîâêå (222) ðàâåí

A(r) =
1

2
[B× r] ; ëåãêî âèäåòü, ÷òî divA = 0. (224)

• Åñëè ó çàðÿäà åñòü ìîìåíò èìïóëüñà, òî âèõðåâîé òîê ñîçäàåò îðáèòàëüíûé
ìàãíèòíûé ìîìåíò. Ñëàãàåìîå ĤBL îïèñûâàåò åãî âçàèìîäåéñòâèå ñ ïîëåì.

ĤBL = − q

mc
(A, p̂) = − q

2mc
([B× r] , p̂) = − (B, µ̂L) , ãäå µ̂L =

q~
2mc

l̂ . (225)

Îïåðàòîð l̂ = L̂
~ � ýòî óãëîâîé ìîìåíò ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, µ̂L �

îðáèòàëüíûé ìàãíèòíûé ìîìåíò. Âåëè÷èíà γ = q
2mec

íàçûâàåòñÿ ãèðîìàãíèòíûì
îòíîøåíèåì.

• Âòîðîå ñëàãàåìîå, ĤD = q2A2

2mc2
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî. Áëàãîäàðÿ íåìó, çàðÿæåí-

íûå ÷àñòèöû âûòàëêèâàþòñÿ èç îáëàñòåé ñ áîëüøèì âåêòîð-ïîòåíöèàëîì. Ýòî ÿâëå-
íèå íàçûâàåòñÿ äèàìàãíåòèçìîì.

Äëÿ äîñòèæèìûõ ïîëåé âêëàä ĤD çàìåòåí òîëüêî ïðè
〈

ĤBL

〉
→ 0.

14.3 ×àñòèöû ñî ñïèíîì 1
2

×àñòèöû ñî ñïèíîì 1
2
� ýòî ýëåêòðîíû, ìþîíû, ïðîòîíû è ò.ä. Â íåðåëÿòèâèñòñêîì

ñëó÷àå èõ îïèñûâàåò óðàâíåíèå Ïàóëè. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ òàêèõ ÷àñòèö � äâóõêîì-
ïîíåíòíûé ñïèíîð (íåîáõîäèìûå ôîðìóëû ââåäåíû â Ðàçäåëå 6):

i~
∂

∂t
Ψ(x, t) = ĤP Ψ(x, t), ãäå Ψ(x, t) =

(
ψ1(x, t)
ψ2(x, t)

)
(226)

Ãàìèëüòîíèàí Ïàóëè ĤP � ýòî ìàòðèöà 2 × 2. Ïîìèìî çàðÿäîâîé ÷àñòè (220) îí
ñîäåðæèò ñëàãàåìîå, îïèñûâàþùåå âçàèìîäåéñòâèå ñïèíà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì:

Ĥ =

[
1

2m

(
p̂−q

c
A(x, t)

)2
+ qφ(x, t) + U(x, t)

]
· 1 + ĤBS . (227)

Îíî ðàâíî

ĤBS = −(B, µ̂) = −g q~
2mc

(B, ŝ). (228)

Çäåñü ŝ = 1
2
σ � îïåðàòîð ñïèíà (97); âåëè÷èíà µ = |q|~

2mc
íàçûâàåòñÿ ìàãíåòîíîì

÷àñòèöû; áåçðàçìåðíóþ âåëè÷èíó g èíîãäà íàçûâàþò ãèðîìàãíèòíûì îòíîøåíèåì,
ñì. (1p), èëè ôàêòîðîì Ëàíäå. Ñëàãàåìîå ĤBS, î÷åâèäíî, êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíî.
Äëÿ ýëåêòðîíà âåëè÷èíà µe = µB = e~

2mec
íàçûâàåòñÿ ìàãíåòîíîì Áîðà, (1l).

Âìåñòî çàêëþ÷åíèÿ

¾Íî òóò çàñòèãëî Øàõåðåçàäó óòðî, è îíà ïðåêðàòèëà äîçâîëåííûå ðå÷è. È ñåñòðà åå
âîñêëèêíóëà:

”
Î ñåñòðèöà, êàê òâîé ðàññêàç ïðåêðàñåí, õîðîø, è ïðèÿòåí, è ñëàäîê!“¿
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15 Ïðèëîæåíèå 1. Ñëîæåíèå ìîìåíòîâ

15.1 Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé äâóõ íåçàâèñèìûõ ìîìåíòîâ

15.1.1 Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé óãëîâîãî ìîìåíòà

Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì íàçûâàòü ñïèíîì è îáîçíà÷àòü S âðàùàòåëüíûé ìîìåíò
ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû. Ïîëíûé íàáîð ñîñòîèò èç äâóõ êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ

Ŝ
2
è Ŝz (ñì. Ðàçäåëû 5, 6). Èõ ñîáñòâåííûå âåêòîðà óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

Ŝ
2
| s, m 〉 = ~2 s(s+ 1)| s, m 〉 è Ŝz | s, m 〉 = ~m| s, m 〉. (229)

Ïóñòü âåëè÷èíà ñïèíà s ôèêñèðîâàíà (îíà ìîæåò áûòü öåëîé ëèáî ïîëóöåëîé). Ñîá-
ñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ñ ðàçíûìè m = sz ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû:

〈 s, m | s, m′ 〉 = δmm′ , ãäå m, m′ = −s, −s+ 1, . . . , s. (230)

Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñïèíà s � ýòî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà íàáîðà ñîñòîÿíèé | s, m 〉.
Åãî ðàçìåðíîñòü ðàâíà 2s+ 1:

V = L ({| s, m 〉; m = −s, −s+ 1, . . . , s}) . (231)

Âåêòîðà | s, m 〉 îáðàçóþò â ïðîñòðàíñòâå V ïîëíûé áàçèñ:

| s, m 〉〈 s, m
m

| = 1̂V . (232)

15.1.2 Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ

Ñîâìåñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé äâóõ íåçàâèñèìûõ ìîìåíòîâ s1, s2 åñòü ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå V = V1 ⊗ V2 ïðîñòðàíñòâ ñîñòîÿíèé êàæäîãî èç íèõ13. Îíî èìååò ðàç-
ìåðíîñòü (2s1 + 1)(2s2 + 1):

V = L ({| s1, m1; s2, m2 〉} , ) ãäå | s1, m1; s2, m2 〉 , | s1, m1 〉⊗| s2, m2 〉. (233)

Ïðîåêöèè ìîìåíòîâ m1, 2 ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ m1, 2 6 s1, 2. Ñîñòîÿíèÿ | s1, m1; s2, m2 〉
ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû:

〈 s1, m1; s2, m2 | s1, m′1; s2, m′2 〉 = δm1m′1
δm2m′2

. (234)

Âåêòîðà | s1, m1; s2, m2 〉 îáðàçóþò â ïðîñòðàíñòâå V1 ⊗ V2 ïîëíûé áàçèñ:

| s1, m1; s2m2 〉〈 s1, m1; s2, m2

m1,m2

| = 1̂1⊗ 1̂2 = 1̂V1⊗V2 . (235)

Êàæäûé èç îïåðàòîðîâ ìîìåíòà Ŝ1, 2 äåéñòâóåò â ñîáñòâåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå:

Ŝ1 = Ŝ1⊗ 1̂2; Ŝ
2

1 = Ŝ
2

1⊗ 1̂2; è Ŝ2 = 1̂1⊗ Ŝ2; Ŝ
2

2 = 1̂1⊗ Ŝ
2

2 . (236)

13Âåëè÷èíû s1, s2 âåçäå â äàííîì ðàçäåëå ôèêñèðîâàíû. Èíîãäà äëÿ êðàòêîñòè èõ îïóñêàþò.
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15.2 Ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåëåííûì ïîëíûì ìîìåíòîì

15.2.1 Îïåðàòîð ñóììû äâóõ ìîìåíòîâ

Îïåðàòîðû ïîëíîãî ìîìåíòà Ĵ è Ĵ
2
ðàâíû:

Ĵ = Ŝ1 + Ŝ2 = Ŝ1⊗ 1̂2 + 1̂1⊗ Ŝ2; è Ĵ
2

= Ŝ
2

1⊗ 1̂2 + 1̂1⊗ Ŝ
2

2 +2 Ŝ1, i ⊗ Ŝ2, i . (237)

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ:[
Ĵ 2

j , Ĵk

]
=

[
Ĵ 2

j , Ŝ
2

1, k

]
=
[
Ĵ 2

j , Ŝ
2

2, k

]
= 0; (238a)[

ˆS2
1, j, Ĵk

]
=

[
ˆS2
2, j, Ĵk

]
= 0; (238b)[

Ĵ 2
j , Ŝ1, k

]
= −

[
Ĵ 2

j , Ŝ2, k

]
= 2i εklm Ŝ1, l Ŝ2,m . (238c)

Äëÿ äàííûõ s1, s2 ìîæíî íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðà | s1, s2; j, m 〉 îïåðàòîðîâ ïîë-
íîãî ìîìåíòà Ĵ

2
, Ĵ z:

Ĵ
2
| s1, s2; j, m 〉 = ~2 j (j + 1) | s1, s2; j, m 〉; Ĵ z | s1, s2; j, m 〉 = ~m | s1, s2; j, m 〉.

(239)
Îíè òàêæå îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå V :

V = L ({| s1, s2; j, m 〉; j = |s1 − s2|, . . . s1 + s2; , m = −j, . . . j; }) ; (240a)

〈 s1, s2; j, m | s1, s2; j′, m′ 〉 = δj j′ δmm′ . (240b)

Ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

| s1, s2; j, m 〉〈 s1, s2; j, m
j,m

| = 1̂V1⊗V2 . (241)

15.2.2 Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ìîìåíòîâ

Â ñèëó êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (238a) äëÿ ñîñòîÿíèé | s1, s2; j, m 〉 òî÷íî èçìå-
ðèìûìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ìîìåíòîâ Ĵ , Ŝ1 è Ŝ2. Èõ çíà÷åíèÿ
íàõîäÿò ñ ïîìîùüþ î÷åâèäíûõ òîæäåñòâ:

Ĵ i Ŝ1, i =
1

2

[
Ĵ

2

i + Ŝ
2

1, i− Ŝ
2

2, i

]
; (242a)

Ĵ i Ŝ2, i =
1

2

[
Ĵ

2

i + Ŝ
2

2, i− Ŝ
2

1, i

]
; (242b)

Ŝ1, i Ŝ2, i =
1

2

[
Ĵ

2

i − Ŝ
2

1, i− Ŝ
2

2, i

]
. (242c)

15.2.3 ×åòíîñòü ñóììû ðàâíûõ ìîìåíòîâ

Ïóñòü èñõîäíûå ìîìåíòû s1, s2 ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ÷àñòèöàì. Òîãäà îïåðàòîð ïàð-
íîé ïåðåñòàíîâêè (213) äåéñòâóåò íà ñîñòîÿíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P̂(1, 2)| s1, m1; s2, m2 〉 = | s2, m2; s1, m1 〉, è P̂(1, 2)| s1, s2; j, m 〉 = | s2, s1; j, m 〉.
(243)
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Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì êîýôôèöèåíòîâ âåêòîðíîãî ñëîæåíèÿ(248), åñëè ìîìåíòû ÷àñòèö
ðàâíû, ÷åòíîñòü ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîëíûì ìîìåíòîì j:

P̂(1, 2)| s, s; j, m 〉 = P̂(1, 2)| s1, s2; j, m 〉
∣∣∣
s1=s2=s

= (−1)2s+j| s, s; j, m 〉. (244)

Íà ïðèìåðå ñîñòîÿíèé (202) ÿâíî âèäíî, êàê ýòî ðàáîòàåò äëÿ s1 = s2 = 1
2
.

15.3 Êîýôôèöèåíòû Êëåáøà � Ãîðäàíà

15.3.1 Îïðåäåëåíèå

Áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ | s1, s2; j, m 〉 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç | s1, m1; s2, m2 〉 ñ ïîìîùüþ
(2s1 + 1)(2s2 + 1) � ìåðíîé ¾êâàäðàòíîé¿ ìàòðèöû C:

| s1, s2; j, m 〉 =

s1∑
m1=−s1

s2∑
m2=−s2

| s1, m1; s2, m2 〉Cj m
s1m1; s2m2

; (245a)

| s1, m1; s2, m2 〉 =

s1+s2∑
j=|s1−s2|

j∑
m=−j

| s1, s2; j, m 〉
(
C−1

)s1m1; s2m2

j m
. (245b)

Îáðàòèòå âíèìàíèå: â ñèëó êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (238a), z-ïðîåêöèè ìîìåí-
òîâ â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ m1 +m2 = m.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò ðàâåí íóëþ.
Ìàòðèöà C óíèòàðíàÿ, òî åñòü C−1 = C+. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî(

C−1
)s1m1; s2m2

j m
=
(
Cj m
s1m1; s2m2

)∗
. (246)

Ðàâåíñòâî íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ôîðìóëû (19) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ âåê-
òîðà ïî áàçèñó è ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (3):

Cj m
s1m1; s2m2

= 〈 s1, m1; s2, m2 | s1, s2; j, m 〉; (247a)(
C−1

)s1m1; s2m2

j m
= 〈 s1, s2; j, m | s1, m1; s2, m2 〉. (247b)

×èñëà Cj m
s1m1; s2m2

íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Êëåáøà � Ãîðäàíà14.

15.3.2 Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ Cj m
s1m1; s2m2

îò ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ

Ïðè ñëîæåíèè ïî ïðàâèëó òðåóãîëüíèêà ïîðÿäîê ñëàãàåìûõ â ñóììå îïðåäåëÿåòñÿ
íàïðàâëåíèåì âåêòîðîâ. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ èíâåðñèÿ ïðèâîäèò ê ïåðåñòàíîâêå ñëà-
ãàåìûõ: Î(~s1 + ~s2) = Î~s2 + Î~s1 = −~s2 − ~s1.
Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ îïåðàòîðîâ ìîìåíòà èìåþò îïðåäåëåííóþ ÷åòíîñòü, ñì. (81),
ïîýòîìó

Cj m
s1m1; s2m2

= (−1)(j+s1+s2)Cj m
s2m2; s1m1

; è (248a)

Cj m
sm1; sm2

= (−1)(j+2s)Cj m
sm2; sm1

, äëÿ s1 = s2 = s. (248b)

Ïîñêîëüêó ìíîæèòåëè â ýòèõ ðàâåíñòâàõ íå çàâèñÿò îò m1, m2, ñîñòîÿíèÿ (245a)
èìåþò îïðåäåëåííóþ ÷åòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ìîìåíòîâ:

| s1, s2; j, m 〉 = (−1)(j+s1+s2) | s2, s1; j, m 〉. (249)
14Èõ òàêæå íàçûâàþò êîýôôèöèåíòàìè Âèãíåðà èëè êîýôôèöèåíòàìè âåêòîðíîãî ñëîæåíèÿ.
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15.3.3 Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

Â ñèëó ïåðâîãî (âåêòîðíîãî) ðàâåíñòâà (237) ïîâûøàþùèå è ïîíèæàþùèå îïåðàòîðû
ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé:

Ĵ ± = Ŝ1
± + Ŝ2

± = Ŝ1
± ⊗ 1̂2 + 1̂1⊗ Ŝ2

±. (250)

Êàæäûé èç îïåðàòîðîâ Ĵ ±, Ŝ1, 2
± äåéñòâóåò íà ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿ | s1, s2; j, m 〉,

| s1, 2, m1, 2 〉 ïî îáùèì ïðàâèëàì (84c, 84d):

Ĵ ±| s1, s2; j, m 〉 =
√
j(j + 1)−m(m± 1) | s1, s2; j, m± 1 〉; (251a)

Ŝ1, 2
±| s1, 2, m1, 2 〉 =

√
s1, 2(s1, 2 + 1)−m1, 2(m1, 2 ± 1) | s1, 2, m1, 2 ± 1 〉. (251b)

Ïðèìåíÿÿ ðàâåíñòâî (250) ê ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿì (245a), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
ñîîòíîøåíèþ:

| s1, s2; j, m± 1 〉 =

s1∑
m1=−s1

s2∑
m2=−s2

Cj m
s1m1; s2m2√

j(j + 1)−m(m± 1)
× (252)

×
(√

s1(s1 + 1)−m1(m1 ± 1) | s1, m1 ± 1; s2, m2 〉+

+
√
s2(s2 + 1)−m2(m2 ± 1)| s1, m1; s2, m2 ± 1 〉

)
.

Ñîáèðàÿ âìåñòå ñëàãàåìûå ñ îäèíàêîâûìè m1, m2, ìîæíî âûðàçèòü C
j m
... ÷åðåç Cj m±1

...

(çäåñü ïî-ïðåæíåìó m = m1 +m2).

Cj m
s1m1; s2m2

=

√
s1(s1 + 1)−m1(m1 ± 1)

j(j + 1)−m(m± 1)
Cj m±1
s1m1±1; s2m2

+ (253)

+

√
s2(s2 + 1)−m2(m2 ± 1)

j(j + 1)−m(m± 1)
Cj m±1
s1m1; s2m2±1.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò, âûðàçèâ ÷åðåç | s1, m1; s2, m2 〉 êàêîé-ëèáî èç âåêòîðîâ
| s1, s2; j, m 〉, íàéòè âñå ÷ëåíû ìóëüòèïëåòà ñ äàííûì j.
Îáû÷íî ñïåðâà âû÷èñëÿþò âåêòîðû ñòàðøåãî âåñà, | s1, s2; j, j 〉, êîòîðûå óäîâëå-
òâîðÿþò óðàâíåíèÿì:

Ĵ +| s1, s2; j, j 〉 = 0, ãäå j = |s1 − s2|, |s1 − s2|+ 1, . . . s1 + s2. (254)

Äàëåå, äåéñòâóÿ ïîíèæàþùèì îïåðàòîðîì, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àþò ñîñòîÿíèÿ ñ
ìåíüøèìè m.
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